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Abstract. This second part is devoted to the proof of all main results that we
have mentionned in [KI].
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$ 0. Dans cette partie, qui fait suite a` [KI], nous allons donner la preuve des re´sultats
qui y e´taient annonce´s. Avant cela, rappelons quelques notations introduites dans
[KI]. Soient n un entier naturel donne´ et S un espace analytique complexe re´duit
de dimension (localement) finie. Un morphisme π : X → S d’espaces complexes
est dit universellement-n-e´quidimensionnel s’il est ouvert et a` fibres de dimension
pure constante n. Nous avons de´signe´ par:
• E(S, n) l’ensemble de tous les morphismes d’espaces analytiques complexes π :
X → S universellement n-e´quidimensionnels,
• Epond(S, n) l’ensemble des morphismes universellement n-e´quidimensionnels mu-
nis d’une certaine ponde´ration X,
• Gc(S, n) (resp. Ga(S, n)) le sous ensemble de Epond(S, n) constitue´ d’e´le´ments
dont la ponde´ration est continuˆment ge´ome´triquement plate (resp analytiquement
ge´ome´triquement plate).
On a (cf [KI]) les inclusions ge´ne´ralement strictes
Ga(S, n) ⊂ Gc(S, n) ⊂ Epond(S, n) ⊂ E(S, n)
On supposera X de´nombrable a` l’infini (ou paracompact et comple`tement paracom-
pact quand il sera ne´cessaire de le pre´ciser). Par ailleurs, il est plus commode de
travailler avec S de dimension pure (ce qui entrainera automatiquement que X l’est
aussi puisque le morphisme est ouvert et a` fibres de dimension pure constante) car
le cas ge´ne´ral n’apporte que tre`s peu de substance au texte si ce n’est la lourdeur
des notations et les discussions techniques sans grand intereˆt.
On divisera le texte en trois parties I, II et III consacre´es respectivement aux
preuves des the´ore`mes 1, 2 et 3 dont nous allons rappeler les e´nonce´s pour plus de
commodite´.
The´ore`me 1. Soit π un e´le´ment de E(S, n). Alors, il existe un unique faisceau




q // S est une factorisation locale de π dans laquelle σ est un





(ii) il est OX cohe´rent, de profondeur au moins deux fibres par fibres sur S
(iii) ωnπ et Ω
n
X/S coincident canoniquement sur la partie re´gulie`re du morphisme π.
(iv) sa construction est compatible aux inclusions ouvertes sur X dans le sens de
Verdier :
si πi : Xi → S, i = 1, 2 sont deux morphismes analytiques universellement n-
e´quidimensionnels et U un ouvert de X1 muni de deux inclusions ouvertes ji : U →
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π2) et donc, en particulier, pour tout ouvert
U de X muni de l’injection naturelle j : U → X et de la restriction de π a` U que
l’on note πU , on a ω
n
π |U = ω
n
πU
. De plus, il est stable par tout changement de base
plat entre espaces complexes.
(v) il munit π d’un morphisme canonique IRnπ!ω
n
π → OS de formation compatible
aux restrictions ouvertes sur X (resp. S) et aux changements de bases plats sur S.
(vi) si π est propre, ωnπ = H
−n(π!(OS))















avec π1 (resp. π2) universellement e´quidimensionnels de dimension relative n1 (resp.



























(viii) si S est un point, il coincide avec le faisceau dualisant de Grothendieck,
Andre´otti- Kas ou Golovin :
ωnπ ≃ Hn(OX) ≃ D
n(OX) = ωnX
Corollaire1.1. Soient π ∈ E(S, n) et k un entier naturel. Alors, il existe un
unique faisceau OX -cohe´rent ωkπ ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :








(ii) on a des isomorphismes canoniques





(iii) ωkπ est un OX - module cohe´rent de profondeur au moins 2 fibre par fibre sur
X .
(iv) Si S est un point, ces faisceaux coincident avec les dualise´s de Andre´otti-Kas-
Golovin des faisceaux Ωn−kX .
The´ore`me 2. Soit π un e´le´ment de E(S, n) muni d’une ponde´ration X. Alors,
on a les e´quivalences
(i) π est analytiquement ge´ome´triquement plat





X/S → OS de
formation compatible a` l’additivite´ des ponde´rations sur π, stable par changement
de base entre espace complexes re´duits, donnant, en particulier, l’inte´gration usuelle
dans le cas ou` S est un point.
(iii) il existe un unique morphisme canonique de faisceaux cohe´rents Cπ,X : ΩnX/S →
ωnπ , prolongeant le morphisme naturel j∗j
∗ΩnX/S → j∗j
∗ωnπ et ve´rifiant les proprie´te´s
suivantes:
(1) il est de formation compatible a` l’additivite´ des ponde´rations, aux change-
ment de base re´duit et satisfait la proprie´te´ de la trace relative,






(3) • si X est la ponde´ration standard, Cπ,X donne la classe fondamentale
relative
de [B4],
• si X est la ponde´ration alge´brique (i.e si π est plat ou plus ge´ne´ralement de
Tor-dimension finie), Cπ,X est le morphisme classe fondamentale relative de
[A.E]
e´tendu a` ce cadre.
Corollaire2.1. Soit π2 : X2 → X1 (resp. π1 : X1 → S) un morphisme ana-
lytiquement ge´ome´triquement plat de dimension relative n2 (resp. n1). Alors, le
morphisme compose´ π : X2 → S est analytiquement ge´ome´triquement plat si et






)→ OS se prolonge
en unique morphisme IRn1+n2π!Ω
n1+n2
X2/S
→ OS ayant les proprie´te´s du the´ore`me 2
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The´ore`me 3. Soit π un e´le´ment de E(S, n) muni d’une ponde´ration X. Alors,
les assertions suivantes sont e´quivalentes
(i) π est analytiquement ge´ome´triquement plat
(ii) le faisceau ωnπ est caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace (relative) et stable par
changement de base entre espaces complexes re´duits.
On a, alors, le
Corollaire3.1. Soient
• π : X → S un morphisme n-analytiquement ge´ome´triquement plat d’espaces
analytiques complexes re´duits de dimension localement fini,
• X0 (resp. S0) l’ouvert dense de X (resp. S) sur lequel π est plat et ω˜nX0/S0 le
faisceau des formes me´romorphes re´gulie`res de Kunz-Waldi-Kersken.
Alors, ωnπ est l’unique prolongement cohe´rent du faisceau ω˜
n
X0/S0
. De plus, la famille




π) est munie d’une diffe´rentielle non
triviale D, faisant de (ω•X/S ,D) un complexe diffe´rentiel de (Ω
•
X/S , dX/S)-modules.
On peut aussi e´noncer de fac¸on “presque’inde´pendante” du the´ore`me.1, le
The´ore`me 4. Soit π : X → S un morphisme analytiquement ge´ome´triquement
plat. Alors, il existe un unique faisceau OX cohe´rent, ΛnX/S ve´rifiant:
(i) il est de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S, caracte´rise´ par la pro-
prie´te´ de la trace relative et stable par changement de base entre espaces complexes
re´duits de dimension finie,





X/S → OS compatible
avec l’additivite´ des cycles, stable par changement de base entre espaces complexes
















avec π1 (resp. π2) analytiquement ge´ome´triquement plats de dimension relative n1
(resp. n2) et Ψ universellement e´quidimensionnel et propre de dimension relative

























Rappelons que le terme “ continue” sera justifie´ par le fait que les groupes des
sections globales des faisceaux qui interviennent dans le the´ore`me 2 peuvent eˆtre
munis de structures d’espaces vectoriels topologiques F.S ou Q.F.S. Rappelons
aussi que le morphisme gradue´ dont il est question dans ce meˆme the´ore`me n’est
pas un morphisme d’alge`bres diffe´rentielles car ω•π n’en est pas une si X n’est
pas normal. On s’en convainc facilement, dans la situation absolue, avec l’exemple
simple donne´ par X = {(x, y) ∈ C2 : x2−y3 = 0}. En effet, la fonction me´romorphe
y
x (resp. la forme
dx




X) mais leur produit
dx
x ne
de´finit pas une section de ω1X !
I. La preuve du the´ore`me 1.
1.0. Quelques annulations de cohomologie.
Comme nous le verrons dans un article ulte´rieur dont le sujet est la notion de paire
dualisante en ge´ome´trie analytique complexe, on peut adopter une approche par
la dualite´ analytique relative pour montrer ce the´ore`me et constater que le groupe
des sections globales de ce faisceaux apparait comme le OS- dual topologique du
faisceau analytique IRnπ!OX .
Lemme 1. Soit q : Z → S un morphisme lisse de dimension relative n +
p d’espaces analytiques complexes re´duits et de dimension pure. Soient X un
sous ensemble analytique de Z, n-universellement e´quidimensionnel sur S et F un
faisceau cohe´rent, localement libre sur Z. Alors
HjX(F) = 0, ∀ j < p
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De´monstration. Si S est re´duit a` un point, c’est un re´sultat de Siu-Trautmann [S.T].
Le passage au cas relatif a e´te´ traite´ dans [K1] p.292 ou` l’on a proce´de´ par re´currence
ascendante sur la dimension de S et descendante sur la codimension du support X .
Rappelons brie`vement la strate´gie.




q // S dans laquelle σ est un plongement de X dans Z = S ×U ×B
avec U (resp. B) un polydisque ouvert relativement compact de Cn (resp. Cp) et
S un ouvert de Stein. On peut, de plus, supposer F = OZ . Il existe un ouvert
dense de X sur lequel le morphisme π est une fibration localement triviale et meˆme
submersif (simple application du the´ore`me des fonctions implicites). Mais si X est
de la forme S × X0 (avec S et X0 lisses), une formule de type Ku¨nneth donne
imme´diatement




qui est donc nul pour j < p.
Soit Y , le comple´mentaire de cet ouvert, qui est un sous ensemble analytique ferme´
d’inte´rieur vide de X . Soit S′ le ferme´ d’inte´rieur vide de S constitue´ des points
s de S tel que Y ∩Xs ne soit pas d’inte´rieur vide dans Xs. Comme au dessus de
S − S′, Y est de codimension au moins p + 1 et que la proprie´te´ de locale liberte´
est stable par image re´ciproque et changement de base, l’hypothe`se de re´currence
sur la codimension du support et la suite classique de Mayer-Vietoris, nous rame`ne
a` l’e´tude de HjX′(F
′) ou` X ′ := X×
S
S′ et Z ′ := Z×
S
S′ ≃ S′ × U ×B et F ′ est
l’image re´ciproque de F dans ce changement de base.
Alors, S′ e´tant de dimension strictement plus petite que celle de S, l’hypothe`se de
re´currence faite sur S permet de conclure 
Lemme 2. Soit q : Z → S un morphisme lisse de dimension relative n + p
d’espaces analytiques complexes re´duits et de dimension pure. Soit F un faisceau




Z/S) = 0, ∀ k < p
De´monstration. Dans le cas absolu, l’annulation des faisceaux cohe´rents ExtkOZ (F ,Ω
n+p
Z ),
pour tout entier k < p, de´coule du re´sultat classique ( [Gr1] p.30-33,th 2.2 et
prop.2.9) disant que si A est un anneau local noethe´rien, M et N deux A-modules,
k ≥ 0 un entier, alors ExtjA(M,N) = 0 pour tout j < k si et seulement si
ProfApNp ≥ k pour tout ide´al premier p ∈ Supp(M).
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Dans la situation relative, on adopte la meˆme strate´gie que dans le lemme pre´ce´dent
en supposant, sans enfreindre la ge´ne´ralite´, F = OX . Comme les proprie´te´s d’eˆtre
a` fibres de dimension pure constante et ouvert sont stables par changement de base,
le morphisme induit X ′ → S′ est encore universellement e´quidimensionnel; de plus,
X ′ s’identifie a` un sous espace d’inte´rieur vide dans X . Comme dans le lemme 1 et





avec X ′ := X×
S
S′ et Z ′ := Z×
S
S′ ≃ S′ × U ×B, dont on de´duit le re´sultat graˆce
aux hypothe`ses de re´currences. 
En conservant les notations et hypothe`ses du lemme 1 et posant π : X → S le
morphisme induit sur X par q, on a le
Lemme 3. Soit F un ferme´ analytique de Z de codimension au moins deux
fibre par fibre (i.e Codimπ−1(s)(F ∩ π










De´monstration. Le cas absolu de´coule du re´sultat classique d’alge`bre ([Gr1]) disant
que si A est un anneau local noethe´rien, M et N deux A-modules de type fini avec
Prof(M) ≥ 2 alors ProfHom(N,M) ≥ 2.
Comme le proble`me est de nature locale, on peut supposer Z := S × U × B avec
U (resp. B) un polydisque ouvert de Cn (resp. Cp). Par ailleurs, π e´tant a` fibres










σ // S × U ×B
p1

S S × Up2
oo
dans lequel f est un morphisme fini et surjectif, σ est un plongement local, p1 et
p2 e´tant les projections canoniques.
On se rame`ne ainsi au cas fini et utiliser le fait bien connu (cf [B.S] par exemple)
que pour tout morphisme fini et surjectif d’espaces complexes, f : X → Y , on a,
Prof(F) = Prof(f∗F) pour tout faisceau cohe´rent F sur X . Posons m = n + p




(1) Dans cette situation particulie`re, la dualite´ analytique relative de [RRV], donne
f∗IRHom(OX ,Ω
n+p




simplement de constater que ΩnY/S e´tant localement libre (donc de profondeur au
moins deux fibre par fibre), le faisceau Hom(f∗OX ,ΩnY/S) est aussi de profondeur
au moins deux.
Pour s’en convaincre, on conside`re un sous ensemble analytique F de X tel que













de meˆme aboutissement Exti+jF (OT ,Ω
n
Y/S) dans laquelle on a pose´ OT := f∗OX .
Alors, les termes de bas degre´ donnent l’isomorphisme
HiF (Hom(OT ,Ω
n





qui prouve notre assertion puisque le lemme 2 donne HiF (Ω
n
Y/S)) = 0 pour i =
0, 1. 
On en de´duit aussitoˆt le
Corollaire1. Pour tout ouvert U de X dense fibre par fibre sur S, le morphisme
naturel Γ(X,ωnπ)→ Γ(U, ω
n
π) est injectif.
dont la conse´quence est l’unicite´ de ωnπ a` isomorphisme canonique pre`s.
1.0.1. Remarques.
(i) Le lemme 2 se de´duit aise´ment du lemme 5.2.2 p.46 de [A.LJ] dont l’e´nonce´ se
pre´sente sous la forme :
Soit k un anneau local noethe´rien, N une k-alge`bre locale diffe´rentiellement lisse
sur k, M un N -module de type fini. Soit K le corps re´siduel de k et m la dimension
de Krull de l’anneau re´gulier N ⊗k K. Posons n := dimN⊗kKM ⊗k K et p = m−n.
Alors ExtjN (M,N) = 0 pour tout j < p et qui peut eˆtre vu comme une version
relative du re´sultat d’alge`bre cite´ ci-dessus.
On peut remarquer que si F est plat relativement a` S, le the´ore`me du changement
de base pour les “Ext” donne imme´diatement le re´sultat.
(ii) Pour le lemme 3, on peut se re´fe´rer a` [A.LJ], en adaptant sans difficulte´ le lemme

















′Ei,j2 = 0, ∀ (i, j) : i+ j < p;
′Ei,j2 = 0, ∀ j : j < p
dont on prend la cohomologie de degre´ 0.; ce qui traduit une de´ge´ne´rescence de suite spectrale
classique.
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Ei,j2 = 0, ∀ (i, j) : i+ j < p+ 2; E
i,j
2 = 0, ∀ j : j < p+ 2




L’annulation du terme ′E1,p2 est moins automatique, certes, mais facile a` e´tablir
puisqu’il suffit simplement de constater que
′E1,p2 =
′ E1,p3 = · · · =
′ E1,p∞ = 0
sachant que ′Ei,jr+1 est constitue´ des classes de cycles de







r (cf [C.E] p.326).
1.1. Preuve du the´ore`me 1.
Dans un premier temps, on va montrer que le faisceau cohe´rent σ∗Extp(σ∗OX ,Ω
n+p
Z/S),
qui est de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S en vertu du lemme 3, est
en fait inde´pendant de la factorisation locale choisie et de´fini par suite un faisceau
intrinse`que sur X . On montrera, ensuite, les proprie´te´s e´nonce´es.
(a) Recollement des faisceaux Extp(σ∗OX ,Ω
n+p
Z/S)


















dans lequel σ1, σ2 sont des plongements locaux dans des espaces lisses sur S munis
de projections canoniques p1 et p2.







































ou` σ1,2 est encore un plongement dans un S- espace complexe lisse sur Z1 et Z2.
Ces conside´rations nous rame`nent a` la situation donne´e par le diagramme commu-












dans lequel V est un ouvert d’un certain espace nume´rique CN et h : Z → Z × V
une section de q (i.e hoσ = ρ, qoρ = σ) faisant de Z un re´tract de Z1 := Z × V .
Notons m1 (resp. m) la dimension S-relative de Z1 (resp. Z) et r := m1 −m.
Comme Z et Z1 sont des espaces S- plats et a` fibres Gorenstein (donc Cohen-
Macaulay), le lemme 2 (qui est d’une application classique dans cette situation)


















Mais, graˆce a` la classe fondamentale relative de Z/S dans Z1, on a un isomorphisme
(donne´ par cup produit par la classe fondamentale relative dont l’inverse est le






On peut aussi invoquer le fait que, dans cette situation particulie`re, le complexe du-
alisant relatif D•Z/S est quasi-isomorphe au complexe Ω
m
Z/S [m] puisqu’il ne posse`de









Ce faisceau cohe´rent ve´rifie les proprie´te´s annonce´es dans le the´ore`me. En effet, il
est clairement cohe´rent et de profondeur au moins deux fibre par fibre en vertu de
la construction et du lemme 3. Aux points re´guliers de π,il coincide naturellement,
avec le faisceau usuel des formes holomorphes S-relatives. L’isomorphisme e´tant
donne´ par la classe fondamentale relative en ces points. Par construction, il est
compatible aux inclusions ouvertes dans le sens de Verdier puisque, si πi : Xi →
S, i = 1, 2 sont deux morphismes analytiques universellement n-e´quidimensionnels















































en remarquant que π est encore universellement n-e´quidimensionnel puisque les
proprie´te´s d’eˆtre ouvert et d’avoir des fibres de dimension constante sont stables
par changement de base. De plus, comme X1 et X2 sont de dimension pure, il en
va de meˆme de leur produit fibre´ qui est universellement n-e´quidimensionnel sur S.
On doit principalement ve´rifier que pour tout ouvert U de X muni de l’injection
naturelle j : U → X et de la restriction de π a` U que l’on note πU , on a
ωnπ |U = ω
n
πU
Mais cela de´coule de la construction meˆme de ce faisceau puiqu’il est bien connu
que les faisceaux Ext posse`de de bonnes proprie´te´s de variances relativement aux
inclusions ouvertes; ce qui n’est qu’un cas particulier de la stabilite´ par changement
de base plat. Pour s’en assurer, il suffit, graˆce a` la nature locale du proble`me, de
factoriser localement π en un plongement dans un espace complexe Z muni d’une
projection lisse sur S. On conside`re, alors, un morphisme d’espaces complexes



































Les morphismes lisses, plats et plus ge´ne´ralement universellement ouverts e´tant





Mais les e´galite´s fonctorielles ILΘ∗IRHom(A,B) = IRHom(ILΘ∗A, ILΘ∗B) et la
platitude de Θ, traduite par l’e´galite´ ILΘ∗ = Θ∗, donnent, en vertu des annulations
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compatible aux localisations sur X (resp. S) et aux changements de bases plats.
Pour cela, nous allons d’abord exhiber une telle fle`che relativement a` une installa-
tion locale de π puis proce´der a` la globalisation graˆce au lemme de Reiffen.
• Construction locale.
Soient s0 un point de S et x un point de la fibre π
−1(s0). Conside´rons une factorisa-




q // S dans laquelle
f est fini, ouvert et surjectif sur Y = S ×U avec U polydisque ouvert relativement
compact de Cn, S un ouvert de Stein et q la projection canonique.




Z/S) ≃ Hom(f∗OX ,Ω
n
Y/S)

























qui, eu e´gard a` l’isomorphisme Hnc (U,Ω
n
U ) ≃ C donne´ par la dualite´ de Serre,
assure l’isomorphisme IRnq!Ω
n
Y/S ≃ OS . Alors f e´tant fini, la de´ge´ne´rescence de la








Commenc¸ons par remarquer que la construction d’une telle fle`che, qui est toujours
de nature locale sur S, est aussi de nature locale sur X en vertu du lemme de Reiffen
donnant l’exactitude a` droite du foncteur IRnπ!. Par ailleurs, ω
n
π e´tant de nature
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locale d’apre`s le point (iv), on a, pour tout ouvert U de X muni de l’injection
naturelle j : U → X et de la restriction de πU (restriction de π a` U),
ωnπ |U = ω
n
πU
Cela e´tant dit, supposons X paracompact et comple`tement paracompact(2) et con-
side´rons un ouvert de Stein (que l’on notera encore S) de S et un recouvrement





































avec σα un plongement local, πα la restriction de π a` Xα, Yα et Zα sont lisses sur
S, pα,qα et rα lisses.
Comme








on de´duit, du cas local pre´ce´dent, une collection de morphismes
IRnπα!ω
n
πα → OS .
Mais l’exactitude a` droite du foncteur IRnπ! (duˆe au lemme de Reiffen) qui assure








permet de produire, par recollement sur X , le morphisme de´sire´. La compatibilite´
aux localisations sur X et S est aise´e a` ve´rifie´e.
(vi) Si π est propre, le corollaire 3 de [KI], (3.2.1.2) p.72, montre bien que le
faisceau cohe´rent ωnX/S := H
−n(π!(OS)) est localement isomorphe au faisceau ω
n
π .
Par ailleurs, au vu des proprie´te´s de ωnX/S , il nous suffit simplement de montrer qu’il
existe une fle`che non triviale ωnπ → ω
n
X/S pour en de´duire qu’ils sont isomorphes
(2) Tout ouvert de X est un espace paracompact; en particulier, pour toute famille para-
compactifiante de supports, l’e´tendue
⋃
F∈Φ F est un ouvert paracompact.
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globalement. Or ceci de´coule de la proprie´te´ “dualisante” universelle de ωnX/S et
du point (v) pre´ce´dent; puisqu’alors la donne´e du morphisme IRnπ∗ω
n
π → OS est
strictement e´quivalente, par dualite´, a` la donne´e d’un morphisme (d’ailleurs injectif)
ωnπ → ω
n
X/S . Mais ces deux faisceaux (sans torsion), e´tant localement isomorphes,
sont automatiquement globalement isomorphes.















tous les morphismes sont propres, le re´sultat est une conse´quence imme´diate de
(vi) et du corollaire 3 de [KI], (3.2.1.2) p.73.




ωn1π1 est de nature locale sur X2 et X1 en vertu du lemme de Reiffen. Il nous suffit,
alors, de ve´rifier que pour tout germe de parame´trisation locale f : X1 → S × U ,




→ Ωn1S×U/S et donc se ramener au
cas ou` X1 := S × U et π1 la projection canonique q : S × U → S. Alors, en vertu
de l’hypothe`se sur la dimension relative des morphismes, les annulations duˆes au













les images directes supe´rieures IRdΨ∗ω
n1+d
π2
sont cohe´rentes (puisque Ψ est propre),






S×U/S), tout morphisme f∗F → Ω
n1
S×U/S , avec F cohe´rent sur X ,
induira naturellement un morphisme Hom(f∗OX , f∗F) → Hom(f∗OX ,Ω
n1
S×U/S).
Mais f e´tant fini, cela correspond exactement a` un morphisme f∗F → f∗ωn1π1 qui,
induira, a` son tour, puisque f est arbitraire (et fini) un morphisme global F → ωn1π1 .
(viii) Dans le cas absolu, il coincide naturellement avec les faisceaux dualisants de
Andre´otti-Kas- Golovin- Grothendieck (cf [KI], (3.0.1), p.61):
Dn(OX) = H−n(OX) = ω
n
X 
1.32 Preuve du corollaire 1.1
– 16 –
Les meˆmes arguments que ceux avance´s pour montrer le caracte`re intrinse`que de la
caracte´risation locale du faisceau ωnπ , permettent de voir que, pour chaque entier




Z/S)) est inde´pendant du plongement
choisi. On notera ωkπ le faisceau cohe´rent sur X de´fini par recollement de ces
donne´es locales.
Comme le faisceau cohe´rent σ∗Ω
n−k
X/S est a` support dans X qui est fibre par fibre






Z/S) = 0, ∀ j < p, ∀ k ∈ {0, · · · , n}
Alors, utilisant la de´ge´ne´rescence de suites spectrales classiques (cf les lemmes 2 et












On constitue, ainsi, en remplac¸ant X , Z, σ respectivement par Xα, Zα, σα, une
donne´e simplicielle (parame´tre´e par les installations locales de π) qui, graˆce a`
l’existence de ωnπ et ses proprie´te´s fonctorielles (cf le the´ore`me 1), se recolle sur






En reprenant les ide´es du lemme 3, il apparait clairement que ωkπ est de pro-












π)), pour i = 0, 1.
Il suffit alors d’invoquer le the´ore`me 1, pour avoir les annulations de´sire´es pour tout
ferme´ F de codimension au moins deux fibre par fibre sur S.
Dans le cas absolu, ceux sont bien les dualise´s de Andre´otti- Kas- Golovin des
faisceaux Ωn−kX (cf [KI], (3.0.1), p.61). 
II. La preuve du the´ore`me 2.
2.0. Platitude ge´ome´trique analytique et inte´gration globale.
La preuve de ce the´ore`me va se faire en scindant l’e´tude en deux parties donnant,
chacune, une caracte´risation relativement simple de la platitude ge´ome´trique an-
alytique (ou continue). Dans la premie`re, elle s’e´noncera en terme de morphisme
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d’inte´gration sur les fibres avec de bonnes proprie´te´s fonctorielles en les arguments;
la seconde e´tablira une connexion e´troite avec le faisceau du the´ore`me 1 par le biais
d’un morphisme canonique que l’on appelle morphisme classe fondamentale rela-
tive de π posse´dant un certain nombre de proprie´te´s fonctorielles parmi lesquelles
la fameuse proprie´te´ de la trace relative.
2.0.1. Les propositions fondamentales.
Proposition 1. Cas global.
Soit π un e´le´ment de E(S, n)muni d’une ponde´ration X. Alors, on a les e´quivalences
(i) π analytiquement ge´ome´triquement plat








• il est stable par changement de base entre espace complexes re´duits (donnant,
en particulier, l’inte´gration usuelle dans le cas ou` S est un point).
• il est compatible a` l’additivite´ des ponde´rations sur π et aux inclusions ou-
vertes sur X .
Cette assertion repose essentiellement sur une version locale donne´e par la
Proposition 2. Cas local.




q // S dans lequel σ est un plongement dans Z lisse et de
dimension relative n+p sur S, π un morphisme universellement n-e´quidimensionnel
muni d’une ponde´ration X. Alors π est analytiquement ge´ome´triquement plat si et






ve´rifiant les proprie´te´s de la proposition 1.




n’est pas compatible a` la composition des morphismes
π puisque la compose´e de deux morphismes analytiquement ge´ome´triquement plats
n’est pas analytiquement ge´ome´triquement plate en ge´ne´ral.
2.0.3. Fibres de dimension nulle.
Pour mieux e´clairer le lecteur, nous allons commencer par le cas particulier d’un
morphisme fini. La situation est, certes, restrictive (du moins en apparence!) mais
(3) On entend par la`, une continuite´ topologique au niveau des groupes des sections globales
munis de leurs structures d’espaces vectoriels topologiques F.S ou Q.F.S
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suffisamment instructive pour que l’on s’y’attarde un peu pour mettre en e´vidence
la strate´gie et les ingre´dients fondamentaux dont l’adaptation au cas ge´ne´ral est
a` la base de la preuve du the´ore`me 2. Pour cela, rappelons rapidement quelques
notions et faits rencontre´es dans le §1 de [KI].
⋆ un morphisme propre universellement e´quidimensionnel π : X → S est an-
alytiquement ge´ome´triquement plat si et seulement s’il existe une application ana-
lytique (qui est un plongement) η : S → B(X) qui a` s ∈ S associe un cycle de X
dont le support coincide avec la fibre ensembliste π−1(s) et que, par construction
de l’espace des cycles analytiques effectifs ([B1]), B(X) := B(Xred); de plus, dans le





⋆ un morphisme fini et surjectif π : X → S de´finit, ge´ne´riquement sur S,
un ve´ritable reveˆtement ramifie´. Plus pre´cisemment, il existe un ouvert dense S0,
que l’on peut supposer eˆtre l’ensemble des points normaux de S, au dessus duquel
π est un reveˆtement ramifie´ d’un certain degre´ k dont on notera (fj(s))1≤j≤k les
branches locales et f : S0 → Sym
k(X) l’application analytique classifiante associe´e
envoyant chaque point s de S0 sur les fonctions syme´triques de ces branches lo-
cales (sj(f1(s), · · · , fk(s)))1≤j≤k. Alors, le morphisme π0 : X0 → S0 de´duit de
π dans le changement de base S0 → S, de´finit une famille continue de 0-cycles
puisque S0 est localement irre´ductible (rappelons que les notions de finitude et de
surjectivite´ sont stables par changement de base). Mais S0 e´tant normal (donc
faiblement normal), cette famille est analytique. Tout comme il a e´te´ dit dans
[KI], (1.0.3.1), p.22, on dispose, pour π, d’une image directe de´finie au sens des
courants et d’un ope´rateur trace associant a` toute fonction holomorphe g sur X ,
l’expression T 0π (g) :=
j=k∑
j=1
g(s, fj(s)) dont on notera T
0
π0
(g) sa restriction a` X0. Mais
S0 e´tant normal, un courant ∂¯-ferme´ de type (0, 0) de´finit naturellement une fonc-
tion holomorphe en vertu du principe de prolongement de Hartogs ou du lemme de
Dolbeault- Grothendieck et par conse´quent T 0π0(g) est holomorphe sur S0. A noter
qu’en pre´sence de singularite´s arbitraires, ce lemme n’est pas valable et il nous est
pas possible de statuer sur l’e´ventuelle variation analytique de cette expression sans
condition sur π.
Proposition 3. Soit π : X → S un morphisme universellement 0-e´quidimensionnel
muni d’une ponde´ration X. Alors π est analytiquement ge´ome´triquement plat si et
seulement si il existe un morphisme trace OS-line´aire continue T
0
π,X : π∗OX → OS ,
compatible aux changement de bases entre espaces complexes re´duits quelconques
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et a` l’additivite´ des ponde´rations.
De´monstration. Avec les notations et remarques pre´ce´dentes, on constate que la
platitude ge´ome´trique analytique de π est strictement e´quivalente au prolongement
analytique de f a` S tout entier ou, ce qui revient au meˆme, au fait que le courant
∂¯-ferme´ sur S donne´ par
j=k∑
j=1
g(s, fj(s)) est en fait une fonction holomorphe sur S !
Il est clair que la finitude de π, la notion de platitude ge´ome´trique et la construction
d’une telle trace confe`rent a` notre proble`me une nature locale sur S et X . En se
fixant un point s0 de S et un voisinage ouvert de Stein (que l’on re´tre´cit a` souhait!),
on se rame`ne a` la factorisation locale X
π
33σ // S × V
q // S dans laquelle X et
S de´signent abusivement des ouverts de localisations, σ un S-plongement local avec
V polydisque ouvert d’un espace nume´rique Cp et q la projection canonique. En-
fin, on conside´rera σ˜ : Symk(V )→W :=
k⊕
h=1
Sh(V ) le plongement naturel (cf [KI],
(1.0.1.1), p.14) induit par passage au quotient de la somme directe des applica-
tions sh : (C
p)k → Sh(C
p) de´finies par sh(X1, · · · , Xk) :=
∑
1≤i1<···<ih≤h
Xi1 · · ·Xih
pour h ∈ {1, · · · , k} et permettant d’identifier SymkS(X) a` un sous espace de W .
 Supposons π analytiquement ge´ome´triquement plat. Alors, il s’installe na-

























dans lequel F := f × IdS, q (resp. q˜) est la projection canonique, Sym
k(V )#V
de´signe le sous espace d’incidence et π# le morphisme naturellement de´duit de π.
Remarquons que X s’identifie au graphe de π quotiente´ par le groupe syme´trique
d’ordre k.
Convenons de noter T0# la trace universelle relative au morphisme universel Sym
k(V )#V →
Symk(V ) qui de´finit une famille analytique de points puisqu’il est e´quidimensionnel
sur une base normale !
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Par de´finition (cf [KI], (1.0.3.1), p.23), cette trace universelle ge´ne`re la trace
recherche´e puisqu’elles sont lie´es par la formule de changement de base f∗(T0#)(−) =
T 0π,XF
∗(−) qui nous montre que l’analyticite´ de f entraine automatiquement l’analyticite´
de notre trace sur les fonctions σk-invariantes. Comme de telles fonctions sont
engendre´es par les fonctions de Newton, le proble`me est re´duit au seul fait de
savoir si l’action de cette trace sur les fonctions de Newton suffit a` la caracte´riser
comple`tement pour pouvoir conclure.
Il en est effectivement ainsi. En effet, de´signons par x := (x1, · · · , xp) le point
courant de V et s une coordonne´e sur S que l’on peut supposer eˆtre un ouvert de
Stein. Alors, il est bien connu que, par de´composition nucle´aire, toute fonction holo-






I avec aI(s) holomorphes
sur S. Mais la OS-line´arite´ de cette trace nous rame`ne principalement a` e´tudier son
action sur les fonctions de Newton xI . Alors, f e´tant holomorphe, essentiellement
par de´finition, les fonctions syme´triques des branches locales sont holomorphes
et par suite, leurs fonctions de Newton aussi. On en de´duit, alors, l’analyticite´
en s de toutes les expressions du type Nm(f(s)) :=
j=k∑
|I|=m;j=1
f Ij (s) et par suite
l’existence d’un unique morphisme OS-line´aire T
0
π,X : π∗OX → OS . Ce morphisme
prolonge naturellement T 0π0 puisque T
0
π0
(xI) := T 0π,X(x
I)|X0 := Nm(f(s)) et il est
de plus continue relativement aux structures d’espaces vectoriels topologiques F.S
dont on munit naturellement Γ(X,OX) et Γ(S,OS). On se rame`ne essentiellement
a` un proble`me sur des alge`bres analytiques complexes munis de leurs topologies
canoniques (cf [Ju]) et a` utiliser des ine´galite´s de type Cauchy (cf [B1], lemme 5).
La compatibilite´ avec l’additivite´ des ponde´rations est une donne´e inhe´rente a` un
morphisme trace agissant sur les familles continues de cycles!
 Re´ciproquement si, pour toute fonction holomorphe g sur X , T 0π,X(g) est
holomorphe sur S, on a, en particulier,T 0π,X(x
I) holomorphe sur S. Bien suˆr, le
proce´de´ de syme´trisation nous permet de nous concentrer sur les fonctions σk-
invariantes meˆme si ce n’est pas explicitement dit. Or sur S0, les expressions de




en de´duit que les fonctions de Newton se prolongent analytiquement sur S tout
entier, et bien entendu, il en va de meˆme pour les fonctions syme´triques des branches
locales puisqu’ il est bien connu qu’en caracte´ristique nulle les fonctions de Newton
engendrent l’alge`bre des fonctions syme´triques. D’ou` une application holomorphe
classifiante Ψπ : S → B0(X) et donc la platitude ge´ome´trique analytique de π. 
2.0.4. Remarques.
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(i) Les exemples simples donne´s dans [KI],(1.3.6),p.41) a` de´faut d’un mode de
variance raisonnable sur les fibres, il faut se garder de croire que l’on dispose na-
turellement d’une trace π∗π∗OS → OS .
(ii) Si π est fini et ge´ome´triquement plat, la trace de´sire´e est, en fait, un cas parti-
culier de l’inte´gration sur les familles analytiques de cycles ([BV], [K2]); la famille
de 0-cycles est induite par les fibres de π munies des multiplicite´s convenables.
2.0.5. Fibres de dimension strictement positive.
Dans cette situation, l’ide´e fondamentale est de se raccrocher au cas pre´ce´dent
par le biais des factorisations locales du morphisme. Mais a` l’instar du cas des
fibres 0-dimensionnelles (ou de bases particulie`res telles que faiblement normales),
on ne peut se contenter de tester au moyen de traces de fonctions holomorphes
cette platitude ge´ome´trique dans une seule installation locale (hors-mis des bases
particulie`res telles que faiblement normales, par exemple). Par ailleurs, pour des
raisons que l’on peut facilement comprendre, il est tout-a`-fait naturel de penser
le test de la trace sur les formes diffe´rentielles relatives de degre´ maximum sur
les fibres. Le contre exemple de [B1] propose´ dans [KI], (1.1), p.30, montre bien
que, relativement a` une factorisation locale, on peut tre`s bien avoir une trace
f∗OX → OY sans avoir la trace fondamentale f∗ΩnX/S → Ω
n
Y/S. Le passage au cas
ge´ne´ral ne requiert pas de strate´gie particulie`re mais seulement d’adapter les outils
en remplac¸ant, par exemple, les fonctions de Newton par les formes de Newton (cf
[KI],(1.0.1.3), p.16).
Proposition 4.
Soit π ∈ E(S, n) ponde´re´ par un cycle X. Alors π ∈ Ga(S, n) si et seulement si pour
tout espace complexe S-lisse Y et tout morphisme fini et surjectif f : X → Y , il
existe un unique morphisme trace OS-line´aire continu










compatible a` tout changement de base sur S, aux localisations sur X , a` l’additivite´
des ponde´rations sur π et induisant (et est induit par) le morphisme d’alge`bres
diffe´rentielles gradue´es






 Supposons π analytiquement ge´ome´triquement plat. Alors, e´tant universelle-
ment n-e´quidimensionnel, pour tout point s0 de S, il existe voisinage ouvert S0 de s0
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dans S et une famille d’e´cailles ou de cartes (Eα := (Uα, Bα, σα))α∈A S0- adapte´es







σα// S0 × Uα ×Bα
pα

S0 S0 × Uαqα
oo
dans laquelle fα est un morphisme ouvert, fini et surjectif, σα un plongement local,
pα et qα e´tant les projections canoniques. De telles cartes, que l’on peut choisir
centre´es par un rapport a` un point privile´gie´ sur la fibre, existent toujours (cf [A.S]).
π e´tant analytiquement ge´ome´triquement plat, les morphismes fα le seront aussi
et de´finiront donc des familles analytiques de points. De plus, cette factorisation
locale est toujours munie de deux applications analytiques
• Fα : S0 × Uα → Sym
k(Bα), et




i ⊗ Λj(Dtfl(s, t))
Cette dernie`re expression e´tant de´finie localement et seulement ge´ne´riquement holo-
morphe sans la condition de platitude ge´ome´trique!
Les morphismes Fα appele´s classifiants font la connexion avec la situation uni-
verselle de´crite par le diagramme commutatif























dans lequel, on a ensemblistement (Fα × IdBα)
−1(Symk(Bα)#Bα) = X .
On va montrer que, pour chaque α fixe´, la platitude ge´ome´trique analytique donne




ve´rifiant les proprie´te´s requises avec Xα := X • (S ×Xα). On en de´duira aise´ment
qu’il en est ainsi pour tout morphisme fini et surjectif f : X → Y de X sur un
espace complexe Y lisse sur S et de dimension relative n.
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D’apre`s ce qui pre´ce`de, il nous est facile de voir que l’assertion du lemme se rame`ne
a` l’e´quivalence:











Afin de ne pas trop alourdir le texte, nous omettrons de´libe´remment les indices en
nous fixant une e´caille et on pose X := Xα, Y := S × U , Z = S × U ×B, f := fα,
x := (x1, · · · , xp) le point courant de B dans Cp et wi,j := xIdxJ , I et J e´tant
des ensembles d’indices de longueur i et j respectivement. Par ailleurs, nous utilis-





un ”repe´rage” des fonctions syme´triques en termes de fonctions de Newton.
Comme il a e´te´ mentionner dans [KI],(1.0.3.1.1), p.23, la situation universelle
est idyllique puisque le morphisme π# : # → Sym
k(B) est analytiquement 0-






dont les composantes sont des morphismes traces. D’apre`s [KI],(1.0.3.1.1), p.24
et (1.0.3.2.1)),p.27, T •f,X est de´fini graˆce a` la relation
T •f,X(wi,j) := F
∗T•#(w˜i,j),




turellement induite par la forme σk-invariante image re´ciproque de wi,j par les
projections canoniques de Bk sur ses diffe´rents facteurs. Il est absolument e´vident
que pour les formes de Newton a` valeurs vectoriellesWi,j :=
∑
|I|=i, |J|=j
xI ⊗ dxJ , on
a Ti,j(F (s, t)) = (F )
∗T•#(W˜i,j) et qu’il n’est pas difficile de voir que ces expressions
de´finissent (et sont de´finies par) les formules pre´ce´dentes. On de´finit, ainsi, une
trace naturelle pour f dont l’action sur les formes de Newton est S- holomorphe
sur S0 × U . En d’autres termes T
n
f,X(x
IdxJ ) est holomorphe sur S0 × U .
Pour passer au cas d’une n-forme holomorphe S-relative ge´ne´rale sur X , il suffit
d’invoquer les faits standards suivants :








ΩrU×B , donne´ pour






(c) le fait qu’il y’ait suffisamment de projections line´aires permettant de de´crire,
en chaque point de X , le faisceau des n- formes diffe´rentielles relatives sur X .
(d) En tout degre´ k, le faisceau ω•
Symk(Cp)
est engendre´ par les formes me´romorphes
dont l’image re´ciproque par l’application quotient q : (Cp)k → Symk(Cp) ( qui se
comporte d’ailleurs comme une re´solution e´quivariante) est une forme de Newton
(cf [KI],(1.0.1.3), p.16).
(a) et (b)montrent, de toute e´vidence, que seules les formes diffe´rentielles provenant
de B jouent un roˆle essentiel dans la description de cette trace. (c) signifie qu’en
tout point x ∈ X , pour tout plongement local σ dans Z lisse sur Y (et donc toute
projection S- line´aire q : Z → Y ) telle que qoσ soit encore fini en x, la famille
(q∗(ΩnY/S))q engendrent Ω
n
Z/S au voisinage de x et donc (qoσ)
∗(ΩnY/S) engendre
ΩnX/S au voisinage de x. C’est un proble`me d’alge`bre line´aire simple auquel on
renvoie le lecteur au lemme (5.1) de [KI],§5,p.86.
On termine en constatant que le passage des projections line´aires aux projections
quelconques se fait sans douleurs graˆce au lemme (5.2) de [KI], p.86.
La de´composition nucle´aire ci-dessus de´coule d’arguments standards (Kiehl, Verdier,
Forster, Knorr) assurant que toute r forme S- relative ξ sur S×U×B se de´compose





αK e´tant une (r − j)- forme holomorphe S-relative sur S × U “borne´e” sur tout
compact de U , on en de´duit (ii).
La continuite´ est facile a` e´tablir une fois que l’on munit Γ(X,ΩnX/S) et Γ(Y,Ω
n
Y/S)
de structure topologique de type F.S (cf la proposition 3, p.18).
On peut remarquer que l’existence de la de´composition (nucle´aire) de ξ cite´e plus
haut, et la Ω•S×U - line´arite´ du morphisme trace donne imme´diatement l’analyticite´
de la trace T nf,X(ξ).




Tout morphisme fini et analytiquement ge´ome´triquement plat f : X → Y , ou` Y :=
S×U , provenant d’une factorisation locale de π, induit, en vertu de la proposition 3,
un morphisme trace T 0f,X : f∗OX → OY . Mais l’isomorphisme f∗f
∗ΩnY/S ≃ f∗OX ⊗OY Ω
n
Y/S,
permet de de´finir un morphisme trace (que l’on appelle “naturel”) OY -line´aire
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T˜ nf,X := T
0























• Compatibilite´ aux changements de bases, aux localisations sur X et
passage au cas Y lisse sur S.
La compatibilite´ a` la localisation sur X revient a` voir dans quelle mesure des instal-
lations locales (d’intersection non vide!) autour d’une fibre donne´e produiront elles
des traces qui se correspondent par changement de base dans toutes les directions
de la parame´trisation locales et non seulement dans celle de S. Cela nous rame`ne
principalement a` examiner le cas de deux parame´trisations f : X → Y := S ×U et
f ′ : X ′ → Y ′ := S × U ′ provenant de factorisations locales de π et dans lesquelles
U ′ ⋐ U ⊂ Cn. Le recollement de´sire´ se traduit, alors, en exhibant T nf,X comme un
prolongement naturel de T nf ′,X. Mais ceci est la cle´ de vouˆte de la construction de
[B1].
La compatibilite´ aux changement de base en l’argument S est facile a` e´tablir. En
effet, comme les notions de finitude, surjectivite´, lissite´ et platitude ge´ome´trique an-
alytique sont stables par changement de base quelconques entre espaces complexes
re´duits, il est facile de voir que´tant donne´ un morphisme d’espaces complexes re´duits










// S × U



















Le passage au cas d’un espace S-lisse quelconque Y ne pre´sente aucune difficulte´
puisqu’en vertu de la nature locale du proble`me, on se rame`ne a` la situation
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// S × U
ou` h est un morphisme e´tale c’est-a`-dire un reveˆtement non ramifie´ et donc un
isomorphisme local. Alors, tenant compte de la surjectivite´ du morphisme image
re´ciproque h∗ΩnS×U/S → Ω
n
Y/S, il est clair que la trace donne´e par le morphisme
hof donnera, sans difficulte´, une trace pour f .
• Compatibilite´ avec la structure d’alge`bre gradue´e.

















Il suffit alors d’utiliser l’image re´ciproque Ωn−kY/S → f∗Ω
n−k
X/S et la trace pre´ce´dente











Alors, en de´signant par dY/S la diffe´rentielle exte´rieure relative usuelle sur Y , il est
facile d’en de´duire un morphisme de (Ω•Y/S, d)- alge`bres diffe´rentielles gradue´es





Une autre manie`re d’exprimer ce fait serait de dire, qu’au niveau des morphismes

















a` ξ, associe le morphisme hξ(φ) = φ ∧ ξ, donne les isomorphismes




















Y/S) ≃ HomΩ•Y/S (f∗Ω
•









•Compatibilite´ avec l’addition des ponde´rations.
Soient X1 et X2 deux ponde´rations (pas ne´cessairement analytiquement ge´ome´triquement
plate!) de π. Si l’on de´finit la somme de deux familles de cycles en prenant les
sommes point par point des cycles correspondants et l’on utilise l’additivite´ de la
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trace dans le cas absolu(5) il est facile de constater que dans toute e´caille (U,B, σ)-
S-adapte´e, on a




 La re´ciproque est facile a` e´tablir, vu ce qui a e´te´ dit pre´ce´demment sur le lien en-
tre les morphismes traces et les Ti,j(FE(s, t)). En effet, il est clair que l’analyticite´
des traces de formes holomorphes S-relatives quelconques sur X entraine automa-
tiquement l’analyticite´ des traces de formes de Newton , donc l’analyticite´ des ap-
plications Ti,j(FE(s, t)) dans toute e´caille E et par suite l’isotropie de FE(s, t). Il
suffit simplement d’utiliser le proce´de´ de syme´trisation des formes pour obtenir des





p), se de´crivent naturellement en fonction de
formes de Newton 
2.0.6. Preuve de la proposition 2.
 Supposons π est analytiquement ge´ome´triquement plat. Comme il est,
en particulier, universellement n- e´quidimensionnel, on peut toujours inse´rer ces



































avec f fini et surjectif, Z := S×U×B, Y := S×U , U (resp. B) e´tant un polydisque
relativement compact de Cn (resp.Cp ), q, q′ et r e´tant les projections canoniques.





ayant les proprie´te´s que l’on sait. Comme pour tout faisceau de groupes abe´liens
F sur X , on dispose d’une suite spectrale de Leray IRiq!IR
jf!F =⇒ IR
i+jπ!F ,






X/S, on obtient, en appliquant a` T
n
f , le foncteur IR
nq! (qui










(5) Si X1 et X2 sont deux cycles installe´s localement dans une meˆme e´caille adapte´e avec








Par ailleurs, pour tout ouvert de Stein S′ de S, une simple application d’une




′) ≃ Hnc (U,Ω
n
U )⊗ˆCOS(S
′), dont la compose´ avec la trace absolue (ou
la dualite´ de Serre) Hnc (U,Ω
n
U ) → C donne´e par l’inte´gration de repre´sentants
de Dolbeault de classes de cohomologie, donne l’isomorphisme de faisceaux φ :
IRnq!Ω
n






















• Continuite´ topologique. Montrons que ce morphisme d’inte´gration est
continu dans un sens que l’on va pre´ciser. Pour cela, rappelons d’abord que,
(a) selon [A.K], [A.B1]), si X est un espace topologique et Φ est une famille
paracompactifiante de supports de X , un recouvrement ouvert U est dit adapte´ a` Φ
si pour tout F ∈ Φ,
⋃
Ui∩F 6=∅
Ui appartient a` Φ. [A.B1] nous explique bien comment
munir les groupes de cohomologie HkΦ(X,F) d’une topologie de type limite inductive
d’espaces de Banach et de Souslin.
(b) Si π : X → S est un morphisme d’espaces complexes, il est connu que la
famille des ferme´s de X sur lesquels la restriction de π est propre est une famille
paracompactifiante de supports deX admettant toujours des recouvrements ouverts
adapte´s.
De plus, on sait que pour tout ouvert de Stein W de S, le groupe de cohomologie
Γ(W, IRnπ!Ω
n
X/S) (resp. Γ(W,OS)) peut eˆtre muni d’une topologie d’espace de type
Q.F.S (resp. F.S) (cf par exemple [A.K], [A.B1], [B.S]). Si Φ(W ) est la famille de
supports dont les ferme´s sont propres sur W , le faisceau analytique IRnπ!Ω
n
X/S est
engendre´, sur S, par le pre´faisceau
W → HnΦ(W )(π
−1(W ),ΩnX/S)
et chaque ouvert π−1(W ) admet un recouvrement ouvert V dont les e´le´ments sont
Φ(W )-adapte´s et “plongeables” dans des ouverts de type S × U × B. On peut
remarquer que, graˆce a` l’ouverture et la surjectivite´ de π, on peut simplifier la
construction en prenant W := π(V ) et nous ramener principalement a` l’e´tude de
la topologie sur HnΦ(V,Ω
n
X/W ). Dans la suite, on note encore par X cet ouvert V .
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Alors, dans cette configuration locale, on a les isomorphismes essentiellement duˆs









S×c(S × U, f∗Ω
n
X/S)
On en de´duit par des arguments classiques la topologie ade´quate (cf [A.K], [A.B1],
[Do] etc).
Comme on l’a de´ja` dit dans [KI], (2.2.1), p.56, la trace est intimement lie´e a`
l’inte´gration locale par la formule
∫
|Xs|∩(U ′×B)





f∗j (ξ) ∧ α =
∫
{s}×U ′
T qf,X(ξ) ∧ α
ou` s est un point fixe´ de S0, U un polydisque de C
n de´fini comme de coutume, U ′ un
polydisque de U ne rencontrant pas l’ensemble de ramification R(|Xs|), (fj)1≤j≤k
de´signant les branches locales de |Xs| sur U ′, ξ ∈ Γ(U ×B,Ω
q
U×B) et α une section
de An−q,nc (U
′), c’est-a`-dire une (n − q, n) forme a` coefficients C∞ et a` support
compact dans U ′.
La convergence des ces inte´grales e´tant assure´e par le the´ore`me d’inte´gration sur un
sous ensemble analytique de Lelong ([L]). Comme π est analytiquement ge´ome´triquement
plat, les formes me´romorphes Tf (ξ) =
j=k∑
j=1
f∗j (ξ) se prolongent analytiquement a`





La continuite´ d’une telle application re´sulte soit d’ arguments classiques reposant
sur les formules inte´grales et ine´galite´s de Cauchy soit en regardant simplement la
trace de´finie dans la situation universelle (cf [KI], (1.0.3.2), p.23) nous ramenant
a` des majorations de fonctions ou formes de Newton (cf lemme 5 de [B1]). Elle se





q(B)→ OS(S). Par ailleurs, la formule de Stokes nous mon-
tre qu’elle est nulle sur les formes a` support B-propre et ∂¯-exacte. D’ou`, graˆce a`
une formule de type Ku¨nneth “nucle´aire” et une interpre´tation connue de la coho-





donnant, de fac¸on e´vidente, graˆce a` la fle`che de restriction (qui est un morphisme
nucle´aire de faisceaux de Frechet) (ΩnS×U×B/S)|X → Ω
n




















Dans cette situation locale, on dispose d’une classe fondamentale relative ponde´re´e,
Cπ,X, pour π ([KI], §4,the´ore`me 0, p.82 ). On peut supposer, si on le de´sire,




a` la fle`che d’inte´gration le long des fibres de la projection p1 :
S × U × B → S. En effet, en notant Z := U × B, il est connu que la re´solution
de Dolbeault Ω•Z → (A
•,⋆
Z , ∂¯) fournit, par tensorisation comple´te´e, une re´solution
acyclique de OS(V )⊗̂CΩ•Z par des faisceaux fins, et ce pour tout ouvert de Stein V





de formation compatible a` tout changement de base. Alors, le cup produit par la





















La compatibilite´ de la trace vis-a`-vis de l’additivite´ des ponde´rations entraine









X/S → OS est un morphisme OS- line´aire
continu et compatible aux changements de bases re´duits, alors π est analytiquement
ge´ome´triquement plat.
En effet, la dualite´ analytique relative pour une projection et un morphisme propre








Cela nous dit que cette inte´gration sur les fibres de π, accouche naturellement









. On prendra garde que le morphisme ainsi obtenu par dualite´ n’est pas
automatiquement un morphisme trace!
Mais, par construction meˆme de
∫
π,X
, la fle`che pre´ce´dente est un morphisme trace








, compatible aux changements de bases re´duits et aux localisations sur X et Y . Ceci
e´tant vrai pour tout f fini et surjectif, on conclut graˆce a la proposition 4. 
Arme´ de la proposition 2 traitant la situation locale que l’on va globaliser, nous
sommes en mesure a` pre´sent de donner la
2.0.7. Preuve de la proposition fondamentale 1.
Dans toute la suite on supposera X paracompact et comple`tement paracompact.
 Supposons π analytiquement ge´ome´triquement plat et donnons nous un re-




































avec σα un plongement local, πα la restriction de π a` Xα, Yα et Zα sont lisses sur S,
pα,qα et rα lisses. De tels recouvrements existent puisque π est universellement n-
e´quidimensionnel. De plus, on peut les choisir convenablement adapte´s a` la famille
des supports S-propres dans X (cf [A.K], [A.B1](6) Alors, π e´tant analytiquement
ge´ome´triquement plat et cette notion e´tant compatible aux localisations ouvertes
sur X et S, chaque morphisme πα l’est aussi. Il re´sulte, alors, de la proposition 2,






Xα e´tant la restriction a` l’ouvertXα de la ponde´ration analytiquement ge´ome´triquement
plate X.
(6) La proposition (1.1) de [A.B1] montre d’ailleurs que, siX est paracompact et comple`tement
paracompact, toute famille paracompactifiante a` base de´nombrable admet toujours un re-
couvrement ouvert localement fini adapte´.
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Mais π e´tant a` fibres de dimension pure n, le lemme de Reiffen assure l’exactitude

















donne´es par la proposition 2.
L’inde´pendance de la construction vis-a`-vis du recouvrement ouvert choisi de´coule
de la notion meˆme de platitude ge´ome´trique contenue dans la proposition 4 ou du
lemme des recouvrements de Varouchas [Va] en prenant en compte la conservation
de la S-analyticite´ par re´tre´cissement en Uα et Bα.
Sa compatibilite´ globale avec tout changement de base entre espaces complexes











le diagramme de changement de base associe´. Alors πT est analytiquement ge´ome´triquement






 Re´ciproquement, supposons donne´ un morphisme π : X → S universellement n-






OS-line´aire, continu, compatible a` tout changement de base entre espaces complexes
re´duits de dimension finie et donnant l’inte´gration usuelle dans le cas absolu. Mon-
trons, alors, que π est analytiquement ge´ome´triquement plat.
On suppoera X de´nombrable a` l’infini, paracompact et comple`tement paracompact.
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Comme le faisceau analytique IRnπ!Ω
n
X/S est engendre´, sur S, par le pre´faisceau
W → HnΦ(W )(π
−1(W ),ΩnX/S)
Φ(W ) e´tant une famille de supports dont les ferme´s sont propres sur W ouvert de
Stein de S, il est facile d’adapter convenablement [B.V] pour de´crire explicitement
le morphisme d’inte´gration au moyen d’un calcul en termes de cochaines de Cˇech
(cf [KI], (2.1), p.53). La seule difficulte´ technique consiste a` produire des recouvre-
ments ouverts trivialisants pour π, en prenant des cartes adapte´es a` chaque fibre




est global et compatible aux changement de bases, il ne de´pend
pas du recouvrement ouvert choisi pour le de´finir et, est compatible en un sens
e´vident aux raffinements entre recouvrements ouverts sur X qui est paracom-
pact. On peut donc se ramener a` la situation locale donne´e par la proposition
2. Les proprie´te´s de ce morphisme ont pour effet imme´diat de rendre invariante,
par raffinement ou re´tre´cissement des ouverts, la S-analyticite´ des traces obtenues
par de´coupages dans des donne´es locales. En effet, π e´tant universellement n-





q // S avec f fini et surjectif sur Y lisse sur S et de di-
mension relative n. Mais comme on l’a de´ja` vu, dans cette situation locale, on
a un morphisme d’inte´gration locale IRnq!f∗Ω
n
X/S → OS , induisant, par construc-





Y/S qui est ne´cessairement un morphisme trace de formation naturelle-
ment stable par n’importe quel changement de base entre espaces complexes re´duits




// ΩnY/S qui im-
pose la platitude ge´ome´trique de f .
De plus, l’invariance par re´tre´cissement ou raffinement des ouverts dont il a e´te´
question plus haut a` propos du morphisme d’inte´gration globale montre que ces
traces locales he´ritent de cette proprie´te´.
Il apparait, ainsi, que le morphisme global d’inte´gration induit une collection de
morphismes trace compatibles aux changement de base entre espaces complexes
re´duits, prolongeant naturellement les traces usuelles, compatibles aux localisations
sur X (et par suite insensible aux changement de projections quelconques); ce qui
prouve la platitude ge´ome´trique analytique de π en vertu de la proposition 2. 
2.0.8. Quelques corollaires.
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Corollaire2. Equidimensionnalite´ universelle et trace.
Soit π ∈ E(S, n) ponde´re´ par un cycle X. Alors, pour toute projection finie f : X →
S × U ou` U , comme de coutume, de´signe un ouvert relativement compact de Cn,








compatible aux changements de bases et a` l’additivite´ des ponde´rations. De plus,





De´monstration. π : X → S e´tant universellement n-e´quidimensionnel, il se fac-
torise localement en un morphisme fini suivi d’une projection ou plus pre´cisemment












J S × U ×B

S S × Uoo
, dans lesquelles f est un morphisme fini surjectif et ouvert, σ un plongement local
et ou` les fle`ches non pre´cise´es sont les projections canoniques.







transforme, en particulier, toute n-forme holomorphe sur X
en un courant ∂¯-ferme´ de type (n, 0) sur S0 × U . Mais, modulo OS0×U - tor-
sion, tout courant ∂¯-ferme´ de type (n, 0) s’identifie naturellement, d’apre`s [B2],






U , graˆce au lemme de Dolbeault-Grothendieck et aux re´sulats
ge´ne´raux de ce dernier sur les espaces nucle´aires. Il apparait clairement que ce







Par ailleurs, on dispose, d’un ope´rateur trace associant a` toute n- forme holomorphe
ξ sur X l’expression T nf (ξ) :=
l=k∑
l=1
f∗l (ξ), dans laquelle (fl)1≤l≤k de´signe les branches
locales du reveˆtement ramifie´ ge´ne´rique de´fini par f (cf [KI], ( 1.0.3.1), p.23). Il
va sans dire que les ope´rateurs T nf et f∗ agissent de la meˆme fac¸on sur les formes
S-relatives.
On peut pre´ciser un peu plus l’image de cette trace en utilisant la stabilite´ par
changement de base de la notion d’universalite´ e´quidimensionnelle. En effet, en
conside´rant une de´singularisation de S ou tout simplement sa normalisation η :
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Sˆ → S, on voit, graˆce a la proposition 4, que le morphisme πˆ : Xˆ → Sˆ de´duit de
π dans un tel changement de base est encore n-universellement e´quidimensionnel
sur une base normale (ou lisse). Les factorisations locales produisent, alors, des







puisque sur un espace normal toute fonction
ge´ne´riquement holomorphe est automatiquement holomorphe. Par conse´quent, πˆ
est analytiquement ge´ome´triquement plat en vertu de la proposition 4 . Alors,
utilisant des arguments standards de transversalite´ d’ applications nucle´aires, on
en de´duit que l’image des traces locales relatives a` π sont a` valeurs dans le faisceau
η∗OSˆ⊗ˆCΩ
n





(7) est le faisceau des fonctions me´romorphes
se prolongeant holomorphiquement sur toute de´singularise´e de S0 ou simplement
le faisceau des fonctions me´romorphes localement borne´es que l’on avait note´ ObS
dans [KI], (1.2.0), p.32.
La compatiblite´ aux changements de bases est une conse´quence conjointe de la
stabilite´ du faisceau L0S0 par image re´ciproque de morphisme d’espaces complexes et
des proprie´te´s de la trace donne´s par la proposition 4. La compatibilite´ a` l’additivite´
des ponde´rations est e´vidente.
Si la ponde´ration est continuˆment ge´ome´triquement plate, le the´ore`me du change-
ment de projection (cf [B1], the´ore`me 2, p.42) disant que le passage d’une carte
a` une autre est toujours me´romorphe continue, est strictement e´quivalent au fait
que, pour toute parame´risation locale S-relative f : X → S, le morphisme trace est
en fait a` valeurs dans le faisceau OcS⊗̂CΩ
n
U (i.e la variation en s est me´romorphe
continue).
Corollaire3. Soit π ∈ E(S, n) muni d’une ponde´ration X. Alors π appartient a`




q // S de
π avec f fini et surjectif et q lisse de dimension relative n, il existe un (unique)
morphisme trace T 0f,X : f∗OX → OY compatible aux changements de bases entre
espaces complexes re´duits et de nature local sur X et Y .
De´monstration. C’est un exercice simple d’alge`bre line´aire. Pour eˆtre plus pre´cis,
supposons Y = S×U et X plonge´ dans S ×U ×B et notons t := (t1, · · · , tn) (resp
x := (x1, · · · , xp)) le point courant de U (resp. B) et de´signons par q0 : U ×B → U
la projection line´aire canonique envoyant (t, x) sur t. En vertu du lemme (5.3) de
(7) Si Z est un espace complexe re´duit et de dimension pure, on note LkZ le faisceau des k-
formes me´romorphes sur Z dont l’image re´ciproque par tout morphisme de de´singularisation
se prolonge holomorphiquement sur la de´singularise´e de Z. Pour plus de pre´cisions, on
renvoie le lecteur a` [K2].
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[KI], §5, p.86, toute n-forme holomorphe S relative sur X au voisinage d’un point




I ∧ dxJ . Mais chacun de ces
termes s’ecrira sous la forme gI,J(s, t, x)HI,J(s, t, x)dt avec HI,J(s, t, x) s’exprimant
naturellement en fonction des mineurs de la jacobienne du changement de projection
associe´. Alors, la line´arite´ de la trace permet, graˆce a` l’hypothe`se, d’en de´duire




S×U/S et ce pour tout f .D’ou` la platitude
ge´ome´trique analytique en vertu de la proposition 4 
Corollaire4. Soit π ∈ E(S, n) ponde´re´ par un cycle X. Alors
(i) si S est localement irre´ductible, π est continuˆment ge´ome´triquement plat.
(ii) si S est normal π est analytiquement ge´ome´triquement plat.
(iii)si S est faiblement normal et π continuˆment ge´ome´triquement plat, π est ana-
lytiquement ge´ome´triquement plat.
De´monstration. Elle repose essentiellement sur le corollaire 2. Soit s0 dans S. Alors,
il existe voisinage ouvert S0 de s0 dans S et une famille d’e´cailles ou de cartes
(Eα := (Uα, Bα, σα))α∈A S0- adapte´es a` Xs0 de sorte que, pour tout α ∈ A, on ait







σα// S0 × Uα ×Bα
pα

S0 S0 × Uαqα
oo
dans laquelle fα est un morphisme fini et surjectif, σα est un plongement local, pα et
qα e´tant les projections canoniques. De telles cartes, que l’on peut choisir centre´es
par un rapport a` un point privile´gie´ sur la fibre, existent toujours (cf [A.S]).







Il nous suffit simplement d’utiliser la proposition 4 et la caracte´risation de l’irre´ductibilite´
locale, de la normalite´ et de la faible normalite´ e´nonce´e dans [KI], (1.2.0), p.32,
disant que
• ObS ≃ O
c
S si et seulement si S est localement irre´ductible,
• OS ≃ OcS si et seulement si S est faiblement normal,
• OS ≃ ObS si et seulement si S est normal. 
Corollaire5. Dans la cate´gorie des espaces analytiques complexes re´duits de
dimension finie, les morphismes de Tor-dimension finie a` fibres de dimension pure
constante sont analytiquement ge´ome´triquement plats.
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De´monstration. Comme les fibres sont de dimension pure constante n, le lemme de
factorisation ([Fi]) montre que pour tout x de X il existe une factorisation locale




q // S ou` X de´signe en
fait un voisinage ouvert U de x, Y lisse sur S que l’on peut e´crire sous la forme
S × V avec V ouvert de Cn, f fini et surjectif et q lisse de dimension relative n.
Il est facile de voir que f est ne´cessairement de Tor-dimension finie. La preuve
donne´e dans [M.F.K] et que nous rappelons pour la commodite´ du lecteur s’applique













dans lequel σ := (idX × f) est une section de q′. Comme q est lisse, q′ l’est
aussi. Par ailleurs, le changement de base donne´ par q e´tant cohomologiquement
transverse, π′ est aussi de Tor-dimension finie (en fait, on peut se ramener au cas
ou` Y = S×U permettant de voir rapidement que π′ posse`de cette proprie´te´). Alors
X s’identifie a` un sous espace ferme´ localement intersection comple`te dans X ×S Y
et donc de Tor-dimension finie. Mais f e´tant la compose´e de deux morphismes de
Tor-dimension finie l’est aussi(8)
Il nous reste alors a` voir que chaque morphisme fini d’une telle factorisation est
naturellement muni d’un morphisme trace. Or, pour cela, il suffit simplement de se
rappeler que la construction de telles traces e´tant de nature locale, on se rame`ne,
apre`s “germification, a` un proble`me d’alge`bre analytique locale que l’on surmonte
en adaptant sans efforts conse´quents le lemme de construction de la trace pour les
morphismes de Tor-dimension finie (alge´briques) (cf [KI], lemme (5.0), p.85). On
produit, ainsi, des morphismes traces au sens pre´ce´demment de´crits et, on termine
en invoquant la proposition 4. 
2.0.9. Remarques.
(i) les hypothe`ses du corollaire 3 nous donnent, si X est plonge´ dans Z lisse et de
dimension relative p sur Y := S×U , un morphisme OX → Extp(OX ,Ω
p
Z/Y ). Il est
(8) Re´ciproquement, si un morphisme se factorise localement en un morphisme fini de Tor-
dimension finie suivi d’un morphisme lisse, il est ne´cessairement de Tor-dimension finie.
Par ailleurs, d’apre`s [Ry], un morphisme fini de Tor-dimension finie de´finit toujours une
famille analytique de 0-cycles et il est donc ouvert.
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facile de voir que la platitude ge´ome´trique analytique revient a` montrer l’existence
d’un unique morphisme OX → Extp(OX ,Ω
p
Z/S) envoyant la fonction 1 sur une
classe particulie`rement interessante que l’on aura l’occasion d’e´voquer dans (2.1).
(ii) Le corollaire 4 donne des conditions suffisantes (et non ne´cessaires) portant sur
l’espace des parame`tres. Par construction, les morphismes continuˆment ge´ome´triquement
plat (resp. analytiquement ge´ome´triquement plat) produisent toujours des fonc-
tions me´romorphes continues sur S c’est-a`-dire des sections du faisceau OcS (resp.
holomorphes sur S).
(iii) Comme on le voit, la nature du morphisme est entie`rement de´termine´e par la
possibilite´ ou pas de prolonger analytiquement les sections de ce faisceau. Ainsi, le
coeur du proble`me consiste a` trouver une raison assurant ce prolongement holomor-
phe sur S0×Uα tout entier, en ayant la stabilite´ par changement de base quelconque
entre espaces complexes re´duits et la compatibilite´ aux restrictions ouvertes sur Uα
2.1. Platitude ge´ome´trique analytique et morphisme classe fondamentale
relative ponde´re´.
2.1.0. Avant d’entrer dans le vif du sujet, rappelons rapidement que:
• si π : X → S est un morphisme universellement n-e´quidimensionnel ponde´re´ par
un certain cycle X, un faisceau cohe´rent F sur X est dit ve´rifie´ la proprie´te´ de



































dans lequel σ est un plongement local de codimension p dans Z lisse sur S de
dimension relative m := n+p, Y lisse sur S de dimension relative n, q′, q′′ et q sont
des morphismes lisses, f fini, surjectif et ou` l’on de´signe encore par π la restriction
de π a` une telle donne´e locale, est naturellement associe´ a` un diagramme commutatif
f∗f











dans lequel T 0f,X : f∗OX → OY est la trace usuelle et T
n
f,X est un morphisme trace
de´termine´ par X.
• Si π : X → S est un morphisme universellement n-e´quidimensionnel et (Xα)α∈A
un recouvrement ouvert localement fini de X adapte´ a` π, on de´signera par (♠)α




































ou` σα est un plongement local, πα la restriction de π a`Xα, Yα et Zα des espaces com-





De tels recouvrements existent puisque π est universellement n-e´quidimensionnel.
De plus, on peut les choisir convenablement adapte´s a` la famille des supports S-
propres dans X(cf [A.K], [A.B1]). Si π est analytiquement ge´ome´triquement plat,
il en est de meˆme de πα et fα puisque cette notion est compatible aux localisations
ouvertes sur X et S.
Enfin, rappelons (cf [KI], (4.1.1), p.82)
The´ore`me 0. Soient S, Z et X des espaces analytiques complexes re´duits




q // S dans lequel q est lisse
de dimension relative n + p, σ est un plongement local et π un morphisme con-
tinuˆment n-ge´ome´triquement plat (donc universellement n-e´quidimensionnel) muni
d’une certaine ponde´ration X.
Alors π est analytiquement n-ge´ome´triquement plat si et seulement si il existe une




Z/S) ve´rifiant les proprie´te´s suivantes:
elle est de nature locale sur X et S, de formation compatible a` l’additivite´ des
ponde´rations et a` tout changement de base entre espaces complexes re´duits donnant,
en particulier, pour chaque s fixe´ la classe fondamentale absolue du cycle [π−1(s)].
De plus, si X est la ponde´ration standard, Cπ,X = CX/S construite dans [B4].
L’e´le´ment Cπ,X a e´te´ appele´ classe fondamentale relative ponde´re´e associe´e a` π.
Dans ce qui suit, nous allons e´tablir les deux propositions suivantes :
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Proposition 5. Cas global.
Soit π un e´le´ment de E(S, n)muni d’une ponde´ration X. Alors, π est analytiquement
ge´ome´triquement plat si et seulement si il existe un unique morphisme canonique
de faisceaux cohe´rents Cπ,X : ΩnX/S → ω
n
π ve´rifiant les proprie´te´s suivantes:
(i) il est de formation compatible a` l’additivite´ des ponde´rations(9), aux changement
de base re´duit et satisfait la proprie´te´ de la trace relative,






Proposition 6. Cas local.




q // S dans lequel π est un morphisme universellement
n-e´quidimensionnel ponde´re´ par un certain cycle X, σ est un plongement dans Z
lisse sur S et de dimension relative n+ p et q la projection canonique.
Alors π est analytiquement ge´ome´triquement plat si et seulement si il existe un






de formation compatible a` l’additivite´ des ponde´rations et a` tout changement de
base entre espaces complexes re´duits de dimension finie et satisfaisant la proprie´te´
de la trace relative.
Il nous est, alors, facile de connecter ce morphisme aux classes fondamentales rela-
tives de [B4] et [A.E] graˆce au
Corollaire6. Sous les hypothe`ses de la proposition 6, on a:
(i) Cπ,X de´finit un unique e´le´ment de Extp(OX ,Ω
p
Z/S) dont l’image par le mor-






Z/S) est la classe fondamentale
relative ponde´re´e Cπ,X, coincidant, si X est la ponde´ration standard, avec la classe
de [B4] (cf le the´ore`me 0)).
(ii) Si X est la ponde´ration alge´brique (ce qui correspond au cas ou` π est un
morphisme plat ou plus ge´ne´ralement de Tor-dimension finie), ce morphisme coin-
cide, dans le cadre alge´brique, avec le morphisme classe fondamentale relative de
(9) En un sens que l’on pre´cisera.
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2.1.1. Preuve de la proposition 6.
 Supposons π analytiquement ge´ome´triquement plat. Alors, la proposition 2,






dote´ des proprie´te´s qui le caracte´risent, est entie`rement conditionne´e par la donne´e




ve´rifiant les proprie´te´s requises.
Comme il a e´te´ dit a` maintes reprises, les donne´es relatives a` X , Z et S peuvent
eˆtre comple´te´es et consigne´es dans un diagramme d’installation locale du type (♠)
de la page 37. La finitude de f et σ, l’annulation des faisceaux de cohomologie
IRjπ!Ω
n
X/S , pour tout j > n (π e´tant a` fibres de dimension pure n) donnent, graˆce










Alors, la dualite´ analytique relative applique´es aux projections canoniques q (resp.
q′′) et l’isomorphisme de Verdier (cf [V], the´ore`me 3, p.397) q!(OS) ≃ Ω
n+p
Z/S [n+ p]
(10) Cela signifie exactement que, si π : X → S est un morphisme analytiquement ge´ome´triquement
plat d’espaces complexes re´duits de dimension finie avec X muni d’un S-plongement, σ, de
codimension p fibre par fibre dans Z lisse sur S, la construction de [A.E] s’adapte par-
faitement a` ce cadre et fournit un rele`vement naturelle de la classe fondamentale relative










































Appliquant, de nouveau, la dualite´ analytique pour un morphisme propre (cf [RRV])
et donc, en particulier, pour un plongement et utilisant la de´finition de σ!(11),
on aboutit, graˆce au lemme 2, donnant l’annulation des faisceaux de cohomologie
Hj(IRhom(σ∗OX ,Ω
n+p











Ainsi, la donne´e d’un morphisme de IRnπ!Ω
n
X/S a` valeurs dans le faisceau cohe´rent
OS est strictement e´quivalente a` la donne´e des deux morphismes f∗ΩnX/S → Ω
n
Y/S




De´signons par T nf,X et Cπ,X les images de
∫
π,X
par ces isomorphismes. La proposition
2 et la proposition 4 montrent que T nf,X est un ve´ritable morphisme trace he´ritant
de toutes les proprie´te´s fonctorielles de
∫
π,X
et en particulier de la stabilite´ par
changement de base et de la compatibilite´ avec les ponde´rations. Il nous reste a`




(i) Proprie´te´ de la trace relative.




Y/S et que, d’autre part, la version locale du point (v) du the´ore`me 1
nous fournit une fle`che IRnπ!Ext
p(OX ,Ω
n+p
Z/S)→ OS , d’ailleurs, strictement e´quivalente




Y/S , on en de´duit un dia-
(11) Pour tout faisceau cohe´rent F sur Z, on a σ∗σ

















dont la commutativite´ se ve´rifie simplement aux points ge´ne´riques de X en choisis-
sant une suite re´gulie`re de´finissant X autour d’un tel point et proce´dant a` un calcul
facile en terme de symboles. De plus, le faisceau Extp(OX ,Ω
n+p
Z/S) est universel pour
cette proprie´te´ dans le sens ou` tout faisceau cohe´rent F sur X ve´rifiant la proprie´te´
de la trace relative donne une factorisation
f∗f













(ii) Stabilite´ par changement de base.
Soulignons le fait que la stabilite´ par changement de base arbitraire d’un tel mor-
phisme est difficilement re´alisable (voir meˆme irre´alisable!) sans hypothe`se sur π(12).
Il s’ave`re que la platitude ge´ome´trique analytique est suffisamment forte et souple
pour permettre une telle proprie´te´ sur le faisceau Extp(OX ,Ω
n+p
Z/S). Comme la sit-
uation (tout comme le proble`me ) est purement locale, tout morphisme d’espaces
complexes re´duits de dimension pure η : S1 → S induit un diagramme commutatif


































avec (Z1, X1, S1; σ1, q, π1) ve´rifiant les hypothe`ses de la proposition 6, p.40. De plus,
la notion de platitude ge´ome´trique e´tant stable par changement de base, π1 est aussi
(12) Le proble`me vient du fait que les faisceaux Ext se comportent mal par changement de
base! Mais c’est le cas si π est plat ou si le changement de base est cohomologiquement
transverse a` π (cf [Ba])
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analytiquement ge´ome´triquement plat muni de la ponde´ration X1 := (Θ× IdS)∗X,
et q e´tant lisse, q1 l’est aussi.
Pour que les morphismes classes fondamentales relatives ponde´re´es soient stables





















ou` la premie`re fle`che verticale est un isomorphisme. Ainsi, tout repose sur l’existence







l’image re´ciproque des formes holomorphes S-relatives aux points re´guliers de π.











trent clairement que Θ∗ fait correspondre aux morphismes T nf,X et Cπ,X les mor-
phismes T nf1,X1 et Cπ1,X1 . Mais la proprie´te´ de la trace relative caracte´risant ce






) prolongeant naturellement l’image re´ciproque des formes holo-
morphes aux points re´guliers de π.
En anticipant un peu, en utilisant le fait que Cπ,X donne naturellement la classe
Cπ,X du the´ore`me 0, on se rame`ne a` faire la ve´rification dans le cas de la ponde´ration
standard et donc de la classe fondamentale relative CX/S construite dans [B4] qui est
entie`rement caracte´rise´e par la proprie´te´ de la trace relative et stable par change-
ment de base. Alors, l’e´galite´ Θ∗(CX/S) = CX1/S1 et le fait que Θ
∗(Cπ,X) coincide
S-ge´ne´riquement avec Cπ1,X1 montrent (par universalite´) qu’il existe ne´cessairement















) et rendant commutatif le dia-
gramme pre´ce´dent.
 Re´ciproquement, supposons donne´ un morphisme π : X → S universelle-
ment n-e´quidimensionnel, localement installe´ en codimension p dans Z lisse sur S,
muni d’une ponde´ration X et d’un morphisme canonique de faisceaux cohe´rents
Cπ,X : ΩnX/S → Ext
p(OX ,Ω
n+p
Z/S) compatible aux changements de base entre espaces
complexes re´duits, a` l’additivite´ des ponde´rations et ve´rifiant la proprie´te´ de la
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ve´rifiant les proprie´te´s cite´es ci-dessus.
L’un des isomorphismes de la page 39, donne´ par
IHom(IRnπ!Ω
n






permet d’associer a` Cπ,X un unique morphisme IR
nπ!Ω
n




. Pour ve´rifier que cet e´le´ment posse`de les proprie´te´s requises, il suffit











faisant correspondre a` Cπ,X un ve´ritable morphisme trace note´ T nf,X. Il en re´sulte,
pour des raisons e´videntes duˆes a` la de´finition meˆme de cette fle`che d’inte´gration et
a` l’e´galite´ des foncteurs IRnπ! ≃ IRnq′′! f∗, que
∫
π,X
ve´rifie les proprie´te´s demande´es.
On peut aussi bien remarquer, comme il a e´te´ dit plus haut, que la version locale




























X/S → OS puisque le
faisceau Extp(OX ,Ω
n+p
Z/S) ve´rifie, par hypothe`ses, la proprie´te´ de la trace relative
et la stabilite´ par changement de base. Il induira, donc, des morphismes traces
prolongeant les traces naturelles et, de ce fait, la compatibilite´ a` l’additivite´ des
ponde´rations. 
2.1.2. Preuve du corollaire 6.
Nous allons ve´rifier que Cπ,X contient l’information porte´e par la classe fondamen-
tale relative de Barlet (cf [B4]) et qu’il prolonge de fac¸on naturelle, a` ce cadre,
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le morphisme classe fondamentale relative de Ange´niol-Elzein (cf [A.E]) construit,
dans le cadre alge´brique, pour un morphisme de Tor-dimension finie.









Z/S) ≃ Γ(Z, Ext
p(OX ,Ω
p
Z/S)) (cf les lemmes 1 et 2, p.6-7), permettent
de ve´rifier localement, au voisinage de X dans Z, une quelconque assertion portant
sur les groupes globaux.
Alors, le morphisme de restriction ΩnZ/S → Ω
n
X/S , la locale liberte´ des faisceaux














2 = 0, ∀ j > 0
d’aboutissement Exti+j(OX ⊗ΩnZ/S,Ω
n+p
Z/S), nous donnent imme´diatement un mor-























voyant, ainsi, Cπ,X sur un ’e´le´ment C˜π,X. Or, par de´finition ou construction meˆme,
il satisfait la proprie´te´ de la trace relative. Cette dernie`re se ve´rifiant localement, on
se rame`ne a` un proble`me purement “faisceautique” en conside´rant, pour tout germe
de S-parame´trisation locale f : X → Y , le morphisme d’inte´gration de classes de
cohomologie a` support dans X (qui est propre sur Y puisque fini sur Y ) sur les
fibres p-e´quidimensionnelles du morphisme lisse q′ : Z → Y . Plus pre´cisemment,












prolongeant naturellement les traces usuelles f∗f
∗ΩkY/S → Ω
k
























Le fait que C˜π,X soit stable par changement de base entre espaces complexes re´duits,
compatible aux localisations sur X et a` l’additivite´ des ponde´rations, se de´duit
directement des proprie´te´s du morphisme Cπ,X a` l’aide d’une ve´rification locale
faite aux points ge´ne´riques de X (ou sur un quelconque ouvert de X dense fibre
par fibre sur S!).
On en conclut que C˜π,X est exactement la classe Cπ,X donne´e dans le the´ore`me 0
et que, par conse´quent, elle coincide, dans le cas de la ponde´ration standard, avec
la classe fondamentale relative CX/S construite dans [B4].
En vertu du corollaire 5 (p.36), tout morphisme π : X → S a` fibres de dimension
pure constante n et de Tor-dimension finie sur une base re´duite est analytiquement
ge´ome´triquement plat. Par conse´quent, il lui est associe´ un unique morphisme de
faisceaux cohe´rents Cπ,X ve´rifiant les proprie´te´s requises. Mais notre situation lo-
cale s’apparente a` celle ou` S est un sche´ma localement noethe´rien excellent, Z un
S-sche´ma localement noethe´rien, localement de type fini et lisse sur S et σ est une
immersion ferme´e induisant sur X une projection de Tor-dimension finie a` fibres de
dimension constante n sur S apparaissant, en un certain sens, comme un cas par-
ticulier de la situation ge´ne´rale de´crite par un morphisme localement de type fini,
e´quidimensionnel et de Tor-dimension finie entre sche´mas localement noethe´riens
(sans re´fe´rence a` un quelconque plongement). Comparant les construction et in-
voquant le principe d’unicite´, on en de´duit que [A.E] qui s’adaptent parfaitement
a` cette situation locale et que Cπ,X est l’analogue analytique local de la classe de
[A.E].



















qui est commutatif puisque CX/S est annule´e, au moins ge´ne´riquement sur S, par
tout ide´al de de´finition de X dans Z. Il apparait que le morphisme Cπ,X est l’unique
rele`vement du morphisme cup-produit ∧CX/S 
2.1.3. Remarque.
(i) Signalons au lecteur que les arguments globaux utilise´s dans [A.E] ne convien-
nent pas du tout ou tout simplement n’ont pas d’e´quivalents en ge´ome´trie analytique
complexe.
– 48 –
(ii) Il est e´vident que Cπ,X induit, en tout degre´ k, un morphisme de faisceaux de






Z/S) produisant un morphisme de complexes






Z/S) munis de la diffe´rentielle S-relative usuelle.
2.1.4. Preuve de la proposition 5.
Tout comme dans la proposition 6, p.40, nous allons utiliser l’inte´gration globale





dote´ des proprie´te´s e´nonce´es dans cette proposition, est entie`rement conditionne´e
par la donne´e d’un unique morphisme global de faisceaux OX -cohe´rents
Cπ,X : ΩnX/S → ω
n
π
ve´rifiant les proprie´te´s voulues.
 Pour ce faire, on se rame`ne a` la situation locale en choisissant un recou-
vrement ouvert localement fini (Xα)α∈A adapte´ a` la localisation du morphisme π
autour de l’une de ses fibres π−1(s0) := Xs0 , c’est-a`-dire des diagrammes de localisa-







et remarquons qu’en vertu de la nature locale sur X et S de la notion de platitude
ge´ome´trique analytique, chaque morphisme πα est analytiquement ge´ome´triquement
plat.
































Des arguments de´ja` e´voque´s dans la preuve de la proposition 6 (isomorphisme de
Verdier et la dualite´ analytique relative pour une projection et un morphisme propre





































donne une collection (
∫
πα,Xα













ve´rifiant les proprie´te´s de la proposition 6, p.40. Mais le the´ore`me 1 nous dit que
cette famille, (ωnπα)α∈A, de faisceaux OXα -cohe´rents, se recollent, a` isomorphisme
canonique pre`s, en un unique faisceau OX -cohe´rent ωnπ . Il en re´sulte aussitoˆt que
la famille de morphismes (Cπα,Xα)α∈A se recollent globalement sur X , en un unique
morphisme Cπ,X : ΩnX/S → ω
n
π . Alors, la proposition 6, p.40 et la nature locale du
faisceau ωnπ donne´ par le the´ore`me 1 permettent de ve´rifier les principales proprie´te´s
a` savoir:
• la proprie´te´ de la trace relative, dont la ve´rification est locale et re´sulte donc
de la proposition 6, p.40.
• la compatibilite´ avec les changements de bases, traduisant le fait que si η :
S1 → S est un morphisme d’espaces complexes re´duits de dimension pure induisant









alors, il existe un morphisme canonique Θ∗ωnπ → ω
n
π1
prolongeant celui des formes
holomorphes relatives sur la partie re´gulie`re de π) et rendant commutatif le dia-
gramme
(9) Il est tout a` fait possible de ”topologiser” la situation en conside´rant le foncteur IHom()
sur les morphismes line´aires continus et obtenir des isomorphismes. Mais cela fait l’objet
d’un article ulte´rieur sur la notion de paire dualisante en ge´ome´trie analytique dont le de´cor









Insistons encore sur le fait que, en ge´ne´ral, le faisceau ωnπ se comporte mal par
changement de base et pour qu’il en soit ainsi il faut une raison tre`s se´rieuse!
Comme la notion de platitude ge´ome´trique analytique est stable par changement de
base entre espaces complexes re´duits, π1 est aussi analytiquement ge´ome´triquement




ve´rifiant les proprie´te´s (i) et (iii) de la proposition 1 en vertu de ce qui pre´ce`de.
La nature locale du proble`me permet de se ramener a` une situation plonge´e comple´tant
le diagramme pre´ce´dent en un diagramme commutatif faisant apparaitre un S-
plongement local de X et son transforme´ par le changement de base donne´. Ainsi,
sans perte de ge´ne´ralite´, on se retrouve dans le contexte de [B4] dans lequel on
avait Θ∗(CX/S) = CX1/S1 traduisant la stabilite´ par changement de base entre es-
paces complexes re´duits de la classe fondamentale relative.






, le fait que Θ∗(Cπ,X) coincide S-ge´ne´riquement
avec Cπ1,X1 montrent (par universalite´) qu’il existe ne´cessairement un unique mor-
phisme Θ∗ωnπ → ω
n
π1 rendant commutatif le diagramme pre´ce´dent.
En vertu de l’abscence de torsion et vu qu’ils coincident sur un ouvert dense fibre
par fibre de X (par exemple sur l’ouvert Cohen-Macaulay de π), ce morphisme est
injectif.
Comme les morphismes lisses sont stables par changement de base, il est clair
que cette image re´ciproque prolonge l’image re´ciproque des formes holomorphes
S-relatives.
• la compatibilite´ avec la structure de complexes diffe´rentiels.
On commence par remarquer que le morphisme Cπ,X : ΩnX/S → ω
n
π donne naturelle-
ment, en tout degre´ k, deux types de morphismes canoniques , a` savoir :
(i) ΩkX/S → ω
k
π




En effet, appliquant le foncteur covariant Hom(Ωn−kX/S ,−) a` Cπ,X et utilisant le mor-















suite le morphisme donne´ dans (i).
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Le second s’obtient en utilisant les suites spectrales maintes fois utilise´es (cf par
exemple p.46). Sans de´tailler, disons que l’on commence par e´crire (pour un plonge-





















Z/S) et les annulations du lemme 2, p.7


























Remarquons que pour α ∈ Hom(Ωn−kX/S , ω
n
π) et β ∈ Γ(X,Ω
j
X/S), on de´finit un
e´le´ment α ⊗ β ∈ Hom(Ωn−k−jX/S , ω
n
π), par la formule standard
(α⊗ β)(ξ) := α(β ∧ ξ), ∀ ξ ∈ Γ(X,Ωn−k−jX/S )
La diffe´rentielle exte´rieure relative usuelle du complexe Ω•X/S n’e´tant pas OX -
line´aire, n’induira pas de fac¸on naive une diffe´rentielle sur ω•π, comme on peut
le constater en regardant [E] ou la construction explicite de [Ke].
N’ayant pas, dans notre contexte, de complexe dualisant relatif ni de complexe
re´siduel relatif, on aborde la question en adoptant (avec pre´caution) [B2] a` notre
situation relative.
Soit x un point de X . Alors pour tout syste`me de fonctions holomorphes f :=
(f1, . . . , fp) sur Z, s’annulant sur X et donnant des e´quations re´duites en x dans Z










ou` la premie`re fle`che injective (pre´ce´demment de´crite) n’est rien d’autre que celle
induite par le cup produit avec Cπ,X et ou` la seconde est donne´e par φ(α) :=
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(α ∧ df1, · · · , α ∧ dfp). Cette repre´sentation (a` priori de´pendante des choix de la









Pour s’assurer de l’inde´pendance de cette repre´sentation vis-a`-vis de la suite re´gulie`re
choisie, on peut soit invoquer le caracte`re canonique du morphisme classe fondamen-
tale relative Cπ,X ou se re´fe´rer aux lemmes d’invariances (non triviaux!) e´tablis par























induit naturellement une diffe´rentielle D : ωkπ → ω
k+1
π faisant de (ω
•
π, D) un com-
plexe diffe´rentiel de (Ω•X/S, dX/S)-modules (graˆce aux morphismes traces). De plus,
elle satisfait la relation classique
D(α⊗ β) := α ⊗ d′β ±Dα ⊗ β
pour tout α ∈ Hom(Ωn−kX/S , ω
n
π) et β ∈ Γ(X,Ω
j
X/S). Alors, la remarque (2.1.3)
(p.47) suivant la proposition 6 ou son corollaire 6 (p.40) met en e´vidence, en vertu






 Re´ciproquement, soit π : X → S un morphisme universellement n-e´quidimensionnel





π compatible aux changements de base re´duit et ve´rifiant la pro-





ve´rifiant les proprie´te´s requises.
En effet, il re´sulte des hypothe`ses que le faisceau ωnπ est ne´cessairement stable par
changement de base et ve´rifie la proprie´te´ de la trace relative. De plus, le the´ore`me






de formation compatible aux restrictions ouvertes sur X et S. le morphisme Cπ,X





















les proprie´te´s voulues. Il suffit pour cela de les de´duire de celles de Cπ,X. En
effet, le proce´de´ de de´coupage et le lemme de Reiffen nous rame`ne a` la situa-
tion locale. Ainsi, pour des installations de type (♠)α et graˆce a` Cπ,X (se local-
isant en Cπα,Xα), on produit, pour chaque α, une famille de morphismes gradue´s
T kfα : fα∗Ω
k
Xα/S









qui sont des morphismes de type trace et assurent de ce fait la platitude ge´ome´trique
analytique de chaque fα. Il en re´sulte alors, pour tout entier k et tout indice α, le


























Comme ces ope´rations sont stables par changement de base entre espaces complexes
re´duits, compatible aux localisations sur X et a` l’additivite´ des ponde´rations (qui,
rappelons le, est une proprie´te´ inhe´rente aux morphismes trace), la proposition 4
permet de conclure. 
2.1.5. Preuve du corollaire 2.1
Comme π1 et π2 sont analytiquement ge´ome´triquement plats, ils sont, a` fortiori,
universellement e´quidimensionnels et donc leur compose´e π aussi; la purete´ de la di-
mension de ses fibres est une conse´quence de la proprie´te´ d’ouverture que posse`dent
π1 et π2 (cf [KI], (1.2.1.2), p.34). Il est facile de de´finir une ponde´ration con-
tinuˆment ge´ome´triquement plate sur π. En effet, soit X1 (resp. X2) la ponde´ration
analytiquement ge´ome´triquement plate de π1 (resp. π2) et conside´rons le mor-
phisme analytiquement ge´ome´triquement plat Θ := π2 × id : X2 × S → X1 × S.
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Alors, utilisant la de´finition de l’image re´ciproque d’un cycle par un morphisme an-
alytiquement ge´ome´triquement plat donne´e dans [KI], (1.3.8.2), p.46, on voit que
X := Θ∗(X1) est un cycle parfaitement de´fini (la condition d’incidence Θ
−1(|X1|)∩
({s} × X2) = π−1(s) est satisfaite comme on peut facilement s’en convaincre) et
fournit une ponde´ration de π. De plus, elle est continuˆment ge´ome´triquement plate
sans aucune condition sur S. En effet, la preuve de la proposition 1, p.47 de [KI]
montre que, pour une certaine famille de cartes sur X2 (”adapte´es” a` celles de
X1), les morphismes classifiants associe´s a` π sont des applications holomorphes
ou, ce qui revient au meˆme, que les traces associe´es sont S-holomorphes. Il suffit,
alors, d’invoquer le the´ore`me du changement de projection (cf [B1], the´ore`me 2,
p.42) disant que le passage d’une carte a` une autre est toujours me´romorphe con-
tinue pour en de´duire la continuite´ de la famille de cycles ([π−1(s)])s∈S. En effet,
cette meˆme proposition et le corollaire 2 ( p.34), montre que, relativement a` toute
parame´trisation locale S-relative f : X2 → S× V , le morphisme trace est a` valeurs
dans le faisceau OcS⊗̂Ω
n1+n2
V . On conatate, au passage, que si S est faiblement
normal (i.e OcS = OS), le morphisme est analytiquement ge´ome´triquement plat.
En vertu du the´oreme 2, π sera analytiquement ge´ome´triquement plat si et seule-







OS ayant les proprie´te´s fonctorielles cite´es dans ce the´ore`me. Pour cela, on dispose













→ Ωn1+n2X2/S . Il parait,
alors, clairement, que la platitude ge´ome´trique analytique de π est entie`rement con-









→ Ωn1+n2X2/S , de sorte






















avec, e´videmment, toutes les proprie´te´s fonctorielles e´nonce´es dans le the´oreme 2.
Ainsi, le corollaire se de´duit de facto de ce the´ore`me. 
III. La Preuve des the´ore`mes 3 et 4.
3.0. Le but de ce paragraphe est de montrer qu’un morphisme universellement
n-e´quidimensionnel est analytiquement ge´ome´triquement plat si et seulement si le
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faisceau ωnπ donne´ par le the´ore`me 1 est entie`rement caracte´rise´ par la proprie´te´ de
la trace relative et stable par changement de base. Apre`s avoir donne´ la preuve de
ce fait, le de´duisant principalement du the´ore`me 2, nous proposons une approche
faisant abstraction de l’existence du faisceau ωnπ et montrant que tout morphisme
analytiquement ge´ome´triquement plat porte naturellement un faisceau particulier
contenant une double information.
3.1. Preuve du the´ore`me 3.
 En supposons π analytiquement ge´ome´triquement plat, le the´ore`me 2 nous





aux changements de bases entre espaces complexes re´duits et ve´rifiant la proprie´te´
de la trace relative. Mais, comme nous l’avons de´ja` signale´ , cela entraine automa-
tiquement que le faisceau ωnπ (qui est de profondeur au moins deux dans les fibres
d’apre`s le lemme 3) est stable par changements de bases et ve´rifie la proprie´te´ de
la trace relative.
 Re´ciproquement, soit π ∈ E(S, n) muni d’une certaine ponde´ration X et
tel que le faisceau ωnπ (donne´ par le the´ore`me 1) soit stable par changement de
base et caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace relative. Montrons, alors, que π est
ne´cessairement analytiquement ge´ome´triquement plat.





une factorisation locale de π en x avec, comme de coutume, f fini et surjectif, q
lisse de dimension relative n. Comme on l’a vu dans le the´ore`me 1, l’isomorphisme
f∗ω
n
π ≃ Hom(f∗OX ,Ω
n




Y/S qui est loin
d’eˆtre un morphisme trace, en ge´ne´ral. Mais par hypothe`se, ce morphisme est une
ve´ritable trace que l’on va noter Tnf,X, compatible a` l’additivite´ des ponde´rations




π), donne, en ap-
pliquant le foncteur f∗ et de la trace T
n





et, par suite, le morphisme f∗OX → OY .
En vertu de la proposition 4 (p.21) ou du corollaire 3 (p.35), il nous faut essentielle-




ou, ce qui revient au meˆme, de montrer que le morphisme pre´ce´demment de´crit par
la fle`che f∗OX → OY est un morphisme trace d’ordre 0 ( que l’on note T 0f,X).
Pour ce faire, commenc¸ons par comple´ter la factorisation locale pre´ce´dente en
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OY -line´aire et compatible aux changements de bases re´duits. Le terme “inte´gration”
est proprement choisi (cf §2, p.52 de [KI]). En effet, comme X est fini sur Y (donc
Y - propre ), l’inte´gration de classes de cohomologie de HpX(Z,Ω
n+p
Z/S) sur les fi-





Y/S que l’on peut “faisceautiser”, graˆce a` la





















Il n’est pas difficile de voir que Tnf,X contient de´ja` l’information porte´e par T
0
f,X et
donc T nf,X. En effet, soit x un point ge´ne´rique sur X et donnons nous p fonctions
holomorphes (g1, · · · , gp) sur Z formant une suite re´gulie`re sur X en x. Conside´rons




hq′∗(w)dg1 ∧ · · · ∧ dgp




hq′∗(w)dg1 ∧ · · · ∧ dgp
g1 · · · gp
]
= T0f,X(h|X).w
de laquelle re´sulte, graˆce a` l’abscence de torsion, le morphisme trace recherche´
f∗OX → OY ..
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Par ailleurs, ωnπ e´tant caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace relative, on en de´duit
un morphisme f∗ΩnY/S → ω
n















Il en re´sulte, en particulier, que le morphisme fini f est analytiquement ge´ome´triquement
plat. Alors, utilisant les lemmes (5.1) ou (5.2) de [KI] (p.86) permettant de faire
varier la projection de sorte a` engendrer le germe ΩnX/S,x, on en de´duit par des
































prolongeant naturellement le pre´ce´dent. Ceci e´tant valable en chaque point de X ,
la proposition 4 permet de conclure(14) puisque la notion de platitude ge´ome´trique
analytique est une notion locale sur X . 
3.2. La preuve du corollaire 3.1.
3.2.0. Rappelons (cf [KI], (3.3.1.2),corollaire 3, p.73 ) que dans le cas d’un mor-
phisme propre et plat, la theorie de la dualite´ analytique relative de Ramis-Ruget-
Verdier [R.R.V] et la construction de Kersken [Ke] permettent de voir, en partic-
ulier, que le faisceau des formes re´gulie`res relatives est dualisant et que l’on a un
isomorphisme canonique ωnX/S ≃ H
−n(π!(OS)). De plus, si X est re´duit, le fais-
ceau des formes me´romorphes re´gulie`res ω˜nX/S coincide avec le faisceau des formes
re´gulie`res.
3.2.1. Preuve du corollaire 3.1.




π , obtenue en faisant
varier le morphisme finie f , de´crit en fait un morphisme global ΩnX/S → ω
n
π ve´rifiant toutes
les proprie´te´s e´nonce´es dans le the´ore`me 2.
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Avant tout, disons que X0 (resp. S0) est un ouvert dense de X (resp. S) d’apre`s le
the´ore`me de Frisch ([Fr]). Apre`s cela, il suffit d’appliquer les the´ore`mes 1 et 3. En
effet, le premier nous dit que le faisceau ωnπ est compatible aux restrictions ouvertes
sur X et de ce fait ωnπ |X0 = ω
n
π0
. Mais, π0 e´tant plat, a` fortiori analytiquement
ge´ome´triquement plat, le the´ore`me 3 dit, principalement, que ωnπ0 est entie`rement
caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace relative. Alors, en tout x de X0 (qui est
suppose´ re´duit!), le germe en x de π est naturellement associe´ a` un morphisme
d’alge`bres analytiques locales auquel on applique [Ke]. Il en re´sulte, alors, par
unicite´ duˆe a` la proprie´te´ de la trace relative, une identification canonique entre
ωnπ0 et le faisceau de Kunz-Waldi-Kersken ω˜
n
X0/S0
. On en de´duit, alors, que ωnπ est
l’unique prolongement cohe´rent de´sire´ et qu’il me´rite a` juste titre le nom de faisceau
des formes me´romorphes re´gulie`res.
Les autres proprie´te´s de´coulent e´videmment du the´ore`me 3. 
3.3. Morphismes analytiquement ge´ome´triquement plats, faisceaux du-
alisants et formes me´romorphes re´gulie`res: le the´ore`me 4.
3.3.0. En faisant abstraction de l’existence de ωnπ donne´ par le the´ore`me 1,
nous allons voir, dans ce qui suit, que la donne´e d’un morphisme analytiquement
ge´ome´triquement plat entraine l’existence d’un faisceau dualisant relatif naturel.
Pour cela, on utilise une caracte´risation obtenue dans le cas absolu dans [B2]. On
a, alors, le
The´ore`me 4. Soit π : X → S un morphisme analytiquement ge´ome´triquement
plat. Alors, il existe un unique faisceau OX cohe´rent, ΛnX/S ve´rifiant:
(i) il est de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S, caracte´rise´ par la pro-
prie´te´ de la trace relative et stable par changement de base entre espaces complexes
re´duits de dimension finie,





X/S → OS compatible avec
l’additivite´ des cycles et stable par changement de base.
dont la version locale est donne´e par la
Proposition 7. Soit X
π
33σ // Z
q // S un diagramme commutatif d’ espaces
analytiques complexes re´duits ou` σ est un plongement, q un morphisme lisse de
dimension relative n + p et π analytiquement ge´ome´triquement plat a` fibres de
dimension pure n muni d’une certaine ponde´ration X. Soit Σ, l’ensemble des points









le morphisme induit par le morphisme classe fondamentale relative de la proposition
6. Alors, Λnσ := Ker ∂˜
n
σ est un faisceau OX -cohe´rent ve´rifiant les points (i) et (ii)
du the´ore`me 4.





Z/S), le morphisme classe fonda-
mentale relative ponde´re´e de la proposition.6 relevant naturellement le morphisme























le diagramme commutatif issu de suites exactes courtes classiques et posons Λnσ :=
































Il re´sulte, alors, du lemme 3 (p.8) que ce faisceau OX -cohe´rent est de profondeur
au moins deux fibre par fibre sur S et de la proposition 6 qu’il est stable par
changement de base et ve´rifie la proprie´te´ de la trace relative. La fle`che donne´e
dans (ii) est apparait de´ja`le dans la preuve du point (v) du the´ore`me 1. Mais il
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est plus judicieux de remarquer que la proposition 2 (p.17) peut eˆtre applique´e en
remplac¸ant Ωn/S par Λ
n
σ . 
3.3.1. Preuve du the´ore`me 4.
 Comme π est universellement n-e´quidimensionnel, il admet des recouvre-





































ou` σα est un plongement local, πα la restriction de π a` Xα, Yα et Zα des espaces
complexes lisses sur S de dimension relative n + p et n respectivement, fα fini,





π e´tant analytiquement ge´ome´triquement plat, il en est de meˆme de πα et fα.
La proposition 6 (p.40) nous donne, pour chaque α, un morphisme classe fonda-































La proposition 7 (p.58) nous dit que Λnα := Ker ∂˜
n
α est un faisceau OXα -cohe´rent
dote´ des proprie´te´s qui y sont e´nume´re´es. On obtient, ainsi, une donne´e simpli-
cielle (Λnα)α∈A dont il nous faut montrer qu’elle constitue une donne´e de recolle-
ment de´finissant, ainsi, un faisceau intrinse`que sur X . Pour cela, on ve´rifie son
inde´pendance, vis-a`-vis du plongement (ou de l’installation locale) choisi. Comme
la justification utilise, presqu’en tout point, des arguments semblables a` ceux de´ja`
rencontre´s dans la preuve du the´ore`me 1, nous omettrons certains de´tails.
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Soient donne´es deux installations locales de π munies de deux plongements σ et ρ.
La` encore, quelques re´ductions standards, nous conduisent a` la situation classique






















dans lequel V est un ouvert d’un certain espace nume´rique CN , h un plongement
muni d’une section g (i.e hog = Id) faisant de Z un re´tract de Z1 := Z × V , q et q′
des morphismes lisses de dimension relatives respectives n+ p et n+ p+ p′.
Remarquons que si π est muni de la ponde´ration X vue comme cycle de S×Z, il peut
aussi eˆtre conside´re´ comme ponde´re´ par le cycle X1 := (h×IdS)∗X de S×Z1. Cela
traduit simplement le fait que le morphisme classe fondamentale relative ponde´re´e
est intrinse`que sur X comme l’annonce le the´ore`me 2.
Alors les morphismes classes fondamentales relatives de X dans Z et Z dans Z1































) = 0, ∀ j 6= q
De´signons par Λnσ et Λ
n
ρ les faisceaux cohe´rents de´finis par la proposition 7. Le



























Dont il est facile de de´duire, pour des raisons de´ja` invoque´es dans la preuve du
the´ore`me 1, l’isomorphisme Λnσ ≃ Λ
n
ρ traduisant le recollement de ces donne´es lo-
cales en un faisceau cohe´rent global ΛnX/S . Le fait qu’il soit de formation compatible
aux changements de bases entre espaces complexes re´duits et qu’il ve´rifie la pro-
prie´te´ de la trace relative de´coule naturellement de la proposition 7.
Il nous reste a` voir que cette dernie`re proprie´te´ caracte´rise comple`tement ce faisceau.
Pour cela, conside´rons une section ξ ∈ Γ(V, j∗j∗ΩnX/S) satisfaisant la proprie´te´ de
la trace relative et montrons qu’elle de´finit ne´cessairement une (unique) section du
faisceau ΛnX/S .





q // S de π avec f fini et ge´ome´triquement plat
sur Y lisse sur S et de dimension relative n. Par ailleurs, la notion de platitude
ge´ome´trique, et de ce fait, la construction du faisceau ΛnX/S , e´tant compatible aux
changements de bases “re´duits”, on peut supposer S irre´ductible et raisonner sur la
composante ge´ne´rique du morphisme classifiant (cf [KI], (1.0.3.2)), p.24) de sorte
que la trace relative ait un sens. Alors, il suffit simplement d’ utiliser la classe
fondamentale relative et la proprie´te´ de la trace qui la caracte´rise (cf the´ore`me 2,
(ii)).







se factorise au travers de Λnσ (et ce par de´finition meˆme de ce faisceau!) et permet
d’e´crire








Pour s’en convaincre, il suffit simplement de reprendre les arguments utilisant la
dualite´ analytique locale de´veloppe´s dans la preuve de la proposition 6. Alors,
l’hypothe`se faite sur ξ et la proprie´te´ de la trace relative de la classe fondamentale
relative ponde´re´e (cf the´ore`me 2) montre clairement que “ la forme ” ξ ∧ Cσπ,X se
prolonge en une unique section globale du faisceau Extp(OX ,Ω
n+p
Z/S). Ceci e´tant
valable pour toute installation locale, on en de´duit, graˆce a` la proposition 7, que
ξ de´finit une section du faisceau ΛnX/S . De plus, ce dernier e´tant de profondeur
au moins deux fibre par fibre et donc sans torsion fibre par fibre, la section ainsi
de´finie est unique.
Pour e´tablir (ii), il suffit de se re´fe´rer a` la construction (locale) donne´e dans le
the´ore`me 1. On peut aussi s’inspirer de la proposition 1 en y remplac¸ant le faisceau
ΩnX/S par Λ
n
X/S . En effet, la nature locale du faisceau Λ
n
X/S et sa caracte´risation par
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On s’en convainc aise´ment en invoquant le the´ore`me de Reiffen permettant de












π1 // S un diagramme commutatif d’espaces analytiques com-
plexes re´duits avec π1 (resp. π2) analytiquement ge´ome´triquement plat de dimen-
sion relative n1 (resp. n2) et Ψ propre universellement e´quidimensionnel de dimen-
sion relative d := n2 − n1.
Pour montrer l’existence du morphisme IRdΨ∗Λ
n1+d
X2/S
→ Λn1X1/S , on proce`de ex-
actement de la meˆme fac¸on que pour le point (vii) du the´ore`me 1. Le proble`me
e´tant de nature locale sur X1 et X2, il nous suffit de ve´rifier que pour tout germe





→ Ωn1S×U/S et qui est un ve´ritable morphisme de type trace. On






πj (cf corollaire 7), pour j = 1, 2, l’existence de la fle`che re´sulte




la proprie´te´ de la trace relative, il suffit, graˆce a` la description du morphisme




→ Ωn1S×U/S. En effet, soit t ∈ S × U et (U)α∈A un recou-
vrement ouvert de X2 adapte´ a` la fibre Ψ
−1(t). Soit ξ ∈ Hd(U,Λn1+dX2/S) repre´sente´
par le cocyle que l’on note encore ξ := (ξα0···αq ) ∈ Z
q(U,F) dont un repre´sentant




ρα0 ∂¯ρα1 ∧ · · · ∧ ∂¯ραn1+d ∧ ξα0···αn1λ0···λd−1
et que l’on inte`grera judicieusement relativement a` S. Nous e´vitons les de´tails
techniques dont la lourdeur, inhe´rente au calcul “Cˇechiste”, n’apporte que tre`s peu
de substance a` la compre´hension du texte.
Comme π2 est analytiquement ge´ome´triquement plat, pour tout s ∈ S, on peut
choisir un recouvrement ouvert (U˜)β∈B adapte´ a` π
−1
2 (s) et tel que U = U˜∩Ψ
−1(t).
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Alors, utilisant la caracte´risation du faisceau Λn1+dX2/S relativement au recouvrement
U˜, on se rame`ne essentiellement a` la situation simple donne´e par f : Z → Y un
morphisme lisse entre varie´te´s complexes S-lisses pour laquelle on ve´rifie l’existence




Y/S; ce dont il est facile de se convaincre
en la construisant explicitement sans aucune difficulte´. En fait, quitte a` re´tre´cir les
































avec U (resp. V ) un ouvert relativement compact de Cn1 (resp. Cd), F ana-
lytiquement 0-ge´ome´triquement plat, h et g les projections canoniques. Alors,
le morphisme trace F∗Λ
n1+d
X2/S
























De´monstration. L’isomorphisme canonique ωnπ ≃ ω˜
n
X/S faisait l’objet du corollaire
(3.1). Il nous reste simplement a` ve´rifier l’existence d’un isomorphisme canonique
entre les faisceaux ωnπ et Λ
n
X/S .
Or (avec les notations du the´ore`me 4 et de la proposition 7), on avait constate´ que




πα . Mais les proprie´te´s du faisceau ω
n
π donne´ par le the´ore`me 1,
et, en particulier, sa nature locale, permettent d’e´crire ωnπα = ω
n
π |Xα . D’ou`, pour
chaque ouvert d’un recouvrement ouvert localement fini adapte´ a` π, les isomor-
phismes Λn|Xα ≃ ω
n




























mettant clairement en e´vidence une fle`che naturelle ΛnX/S → ω
n
π injective puisque
ces faisceaux coincident ge´ne´riquement et sont sans OX -torsion.
En effet, le the´ore`me 4 montre que Cπ,X est en fait a` valeurs dans le faisceau
ΛnX/S qui est caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace relative. On en de´duit, donc,
par universalite´, un morphisme canonique ΛnX/S → ω
n
π . De l’isomorphisme local





3.3.2. k-formes me´romorphes re´gulie`res.
Pour obtenir des formes me´romorphes re´gulie`res en tout degre´ k, on utilise essen-
tiellement la proposition 6. On a, alors,








le morphisme induit par le morphisme classe fondamentale relative de la proposition
6. Alors, Λkσ := Ker ∂˜
k
σ est un faisceau OX -cohe´rent de profondeur au moins deux
fibre par fibre sur S, caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace relative et stable par
changement de base entre espaces complexes re´duits de dimension finie.





Z/S) le morphisme induit par le
morphisme classe fondamentale relative ponde´re´ de la proposition 6. On obtient,
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dans lequel on pose Λkσ := Ker ∂˜
k
σ. et dont on va montrer les proprie´te´s annonce´es.
Pour cela, commenc¸ons par remarquer que le diagramme ci-dessus nous donne
une fle`che φ : Λkσ → Ext
p(OX ,Ω
k+p





Z/S) sont ge´ne´riquement isomorphes et sans OX -torsion.
Conside´rons un syste`me (f1, · · · , fp) de fonctions analytiques sur Z s’annulant sur
X et donnant des e´quations re´duites de X dans Z et le morphisme







donne´ par Φ(α) := (α ∧ df1, · · · , α ∧ dfp). Alors, Λ
k
σ ≃ KerΦ.
Par de´finition meˆme, on a clairement une fle`che KerΦ → Λkσ d’ailleurs injective
pour les meˆmes raisons que φ. D’autre part, une section σ du faisceau j∗j
∗ΩkX/S
qui a une image nulle par ∂˜kσ provient ne´cessairement d’une section σ˜ du faisceau
Extp(OX ,Ω
p+k
Z/S). Or, par construction, elle est ge´ne´riquement annule´e par le mor-
phisme Φ et donc globalement annule´e par ce morphisme en raison de l’abscence
de OX - torsion. On de´finit ainsi une section du faisceau KerΦ et donc une fle`che
Λkσ → KerΦ qui est ne´cessairement injective. D’ou` l’isomorphisme Λ
k
σ ≃ KerΦ et
par suite la OX - cohe´rence du faisceau Λkσ.
Pour montrer qu’il est de profondeur au moins deux fibre par fibre, il suffit de
montrer l’isomorphisme






Pour ce faire, on commence par remarquer que la stabilite´ par cup produit des
sections de Λkσ par les sections du faisceau Ω
k






qui est automatiquement injective puisque les faisceaux coincident ge´ne´riquement
et sont sans OX -torsion. La fle`che inverse se construit exactement comme dans le
cas absolu traite´ dans [B2].
Alors, comme Λnσ est de profondeur au moins deux fibre par fibre et qu’il est
ve´rifie la proprie´te´ de la trace relative, en vertu de la proposition 7, on en de´duit
que Λkσ satisfait aussi ces proprie´te´s. En effet, il suffit simplement, par exem-
ple, d’exploiter (comme on l’a explique´ plusieurs fois) l’isomorphisme de dualite´





















Il est facile de ve´rifier que la proprie´te´ de la trace relative caracte´rise comple`tement
les sections du faisceaux Λkσ. En effet, une section ξ de j∗j
∗ΩkX/S , ve´rifiant cette
proprie´te´ de´finit naturellement une section de Λkσ puisque, au vu de l’interpre´tation








σ), on se rame`ne a`
ve´rifier le fait, de´ja` e´tabli pour ΛnX/S ,








Corollaire8. Soit π : X → S un morphisme n- analytiquement ge´ome´triquement
plat muni d’une ponde´ration X. Alors, pour tout entier k ≥ 0, il exite un unique
faisceau OX -cohe´rent Λ
k
X/S ve´rifiant :
(i) ΛkX/S est de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S et coincide avec le
faisceau des formes holomorphes S-relatives sur la partie re´gulie`re de π.





(iii) Les faisceaux ΛkX/S sont dote´s d’une diffe´rentielle D et d’un morphisme canon-
ique de complexes diffe´rentielles Ω•X/S → Λ
•
X/S compatible avec la proprie´te´ de la
trace relative.
De´monstration. Tout comme dans le the´ore`me 4, on proce´de´ par recollement des
donne´es locales collecte´es, cette fois, graˆce a` la proposition 7bis. Ainsi, tout recou-
vrement ouvert arbitraire (Xα)α localement fini et adapte´ a` π sur X , fournit une
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donne´e simplicielle (Λkα)α dont on montre la proprie´te´ de recollement. On aboutira
ainsi a` un faisceau intrinse`que OX -cohe´rent ΛkX/S satisfaisant e´videmment (i) et
(ii).
De plus, on a un isomorphismes canonique ΛkX/S ≃ ω
k
π. En effet, le corollaire




π) et le corollaire 7 assure l’identification
ΛnX/S ≃ ω
n





(iii) de´coule, alors, de la proposition 5. 
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